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Аннотация 

     В курсе Эконометрики рассматриваются проблемы изучения и 

состояния экономических процессов, связанные с построением 

эконометрических моделей и определения возможностей их 

использования для описания, анализа и прогнозирования реальных 

экономических задач. 

Учебное пособие предназначено для студентов 3 курса факультетов 

«Экономика и управление», «Информационные технологии», 

«Налоговый», «Бухгалтерский учет и аудит» и «Финансово-

экономический», обучающихся по направлениям: «Экономика», 

«Прикладная информатика», «Бизнес-информатика», «Торговое дело», 

«Менеджмент». 

Учебное пособие составлено Сорокиной Е.В., преподавателем 

кафедры «Математические методы в экономике» ДГИНХ. 

Данное учебное пособие обсуждено на заседании кафедры 

«Математические методы в экономике»  Дагестанского государственного 

института народного хозяйства  28 августа 2013 г., протокол № 1, и 

рекомендовано к изданию и использованию студентами в учебном 

процессе. 

 

Цели преподавания дисциплины 

- получение знаний по эконометрическим методам, необходимым для 
проверки предлагаемых и выявленных новых эмпирических 
зависимостей, построения надежного прогноза в результате научно-
исследовательских, проектно-конструкторских и технологических 
работ. 

- овладение практическими навыками в построении эконометрических 
моделей при изучении экономических явлений и процессов с 
использованием компьютерных технологий. 
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Задачи преподавания дисциплины 

В результате изучения дисциплины студент: 

должен знать: 

- элементы и основные составляющие современное понятие 
математической статистики; 

- основные методологические подходы и приемы изучения 
экономических процессов; 

- методы статистического анализа; 

- степень и характер влияния отдельных факторов на экономические 
показатели. 

 

должен уметь: 

- применять общие и специальные методы экономических и 
статистических расчетов, 

- владеть методикой сбора, обработки экономической информации и 
прогнозировать состояние и развитие экономических процессов. 

 

должен иметь представление о: 

- основных статистических инструментах, методах и способах их 
обработки и реализации. 

- изучить принципы количественного анализа реальных экономических 
процессов и явлений во времени и в пространстве;  

- получить знания по эмпирическому выводу экономических 
зависимостей, закономерностей и законов, действующих в настоящее 
время; 

- научиться строить и использовать эконометрические модели, а также 
оценивать их параметры для объяснения поведения исследуемых 
экономических явлений; 

- проверять выдвигаемые гипотезы о свойствах экономических 
показателей и формах их связи; 
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- научиться оценивать и использовать результаты экономического 
анализа для прогноза и принятия обоснованных экономических 
решений. 

 
Рекомендации по изучению дисциплины 

      Современные требования к уровню экономического образования 
предполагают у обучаемых наличие широких математических и 
статистических знаний, необходимых при решении задач, связанных с 
использованием моделирования и количественного анализа 
экономических процессов. Передовые математические и статистические 
методы  являются необходимой предпосылкой для проведения 
качественного анализа, прогноза и определения оценок состояния и 
развития деятельности любых предприятий и организаций. 
Математическая подготовка обычно охватывает математический анализ, 
методы линейной и нелинейной оптимизации, использование логарифмов 
и показательных функций, умение работать с формулами, уравнениями и 
графиками. В статистическую подготовку, как правило, необходимо 
включать знакомство со статистическими распределениями, умение 
измерять основные статистические параметры, - такие как среднее 
значение, стандартное отклонение и коэффициенты корреляций, знание 
методов регрессионного и корреляционного анализа, методов 
дисперсионного  и факторного анализа и условия их применения. 
Основных навыков работы с перечисленными методами обычно бывает 
достаточно, однако отдельные экономические исследования требуют 
значительно более высокого уровня владения, как математикой, так и 
статистикой. 
 

 
Тема 1.Цель, задачи и методы эконометрики 

 
        Сегодня деятельность в любой области экономики (управлении, 

финансово-кредитной сфере, маркетинге, учете, аудите) требует от 
специалиста применение современных методов работы. Большинство 
новых методов основано на эконометрических моделях, концепциях, 
примах. Особенностью деятельности экономиста является работа в 
условиях недостатка информации и неполноты исходных данных.  Анализ 
такой информации требует специальных методов, которые составляют 
один из аспектов эконометрики. Центральной проблемой эконометрики 
являются построение эконометрической модели и определение 
возможностей ее использования для описания, анализа и прогнозирования 
реальных экономических процессов. Эконометрика – 
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быстроразвивающаяся отрасль науки, цель которой состоит в том, чтобы 
придать количественные меры экономическим отношениям. Слово 
«эконометрика» представляет собой комбинацию двух слов: «экономика» 
и «метрика». Т.о, сам термин подчеркивает специфику, содержание 
эконометрики как  науки. Количественное выражение тех связей и 
соответствии, которые раскрыты и обоснованы экономической теорией. 
Эта наука  возникла в результате взаимодействия и объединения трех 
компонент: экономической теории, статистических и математических 
методов.   Т.о, эконометрика – это наука, которая дает количественное 
выражение взаимосвязей экономических явлений и процессов.  Нельзя 
утверждать, что достигнуто однозначное определение эконометрики. 
Существует широкое понимание эконометрики как «любое приложение 
математики или статистических методов к изучению экономических 
явлений». 

      Становление и развитие эконометрического метода происходили 
на основе, так называемой высшей статистики на методах парной и 
множественной регрессии парной, частной и множественной корреляции, 
выделение тренда и других компонентов временного ряда, на 
статистическом оценивании. 

Первый момент  –  эконометрика как система специфических 
методов начала развиваться с осознания своих задач отражения 
особенностей экономических переменных и связей между ними. В 
уравнение регрессии начали включаться переменные не только в первой, 
но и во второй степени с целью отразить свойство оптимальности 
экономических переменных: наличие значений, при которых достигается 
минимаксное воздействие на зависимую переменную. Таково, например, 
влияние внесения удобрений на урожайность: до определенного уровня 
насыщения почвы удобрения способствует росту урожайности; по 
достижении оптимального уровня  насыщения удобрениями его 
дальнейшее наращивание не приводит к росту урожайности и даже может 
вызвать ее снижение. Тоже можно сказать о воздействии многих 
социально-экономических переменных (скажем, возраста рабочего на 
уровень производительности труда или влиянии дохода на потребление 
некоторых продуктов питания и т.д.) В конкретных условиях 
нелинейность влияния переменных может, не подтвердится, если данные 
варьируют в узких пределах, т.е. являются однородными.  

Второй момент – это взаимодействие социально – экономических 
переменных, которое может рассматриваться как  самостоятельная 
компонента в уравнении регрессии. Большое внимание в эконометрике 
уделяется проблеме данных – специальных методам работы при наличии 
данных с пропусками, влиянию агрегирования данных на 
эконометрические измерения. Информация может отсутствовать по 
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единицам совокупности и быть только на уровне более крупных единиц 
(агрегатов) – например, не по отдельным  организациям, а по  
организациям в приделах административного района, т.е по районом и т.д. 

Проблемы данных включают  и проблемы   селективной выборки  в 
микро- экономике. Типичные направления исследования  этой  области : 
рынок труда, выявления факторов, влияющих на решение  работать, если 
«да», то сколько часов; какие экономические стимулы влияют на 
принятые решения о получения образования, об участие в 
«трейнинговых»   программах выборе профессии, место жительство; какое 
влияние оказывают  различные рынки труда и образовательные 
программы на доход индивида и принятие им решения о поступления на 
работу. При этом выборка может быть не случайной, не репрезентативной 
ограниченной только определенными ситуациями, а  не всеми 
возможными. Например, при принятии о работе индивид,  имеющие  
определенное образование, стремится получить з/п   выше определенного 
минимума   тогда  регрессия описывающая зависимость з/п от 
образования, будет основание не на всем возможном поле данных (з/п 
выше установленного минимума,  ниже его) только на данных индивидов 
з/п  выше минимальной. 

 Экономическое исследование включает решение следующих 
проблем: 

-  качественный анализ связей экономических переменных – 
выделение зависимых (yi ) и независимых переменных (xk ); 

-  подбор данных;  
-   спецификация формы  связи между (yi )  и  (xk ); 
-   оценка параметров модели; 
-  проверка ряда  гипотез свойствах распределения вероятности для 

случайной компоненты ( гипотез о средней, дисперсии и ковариации) 
-   анализ  мультиколлинарности объясняющих переменных, оценка  

ее статистической значимости, выявление переменных, ответственных за 
мультиколлинарность. 

-  введение фиктивных переменных; 
-  выявление автокорреляции, логов; 
-  выявление трендов, циклической и случайной компонент; 
-  оценивание параметров системы  одновременных уравнений (двух 

шаговый и трех шаговый метод наименьших квадратов;  метод 
максимального  правдоподобия);          

-  моделирование на основе  системы временных рядов 4проблемы  
стационарности  и контеграции; 

-  построение  рекурсивных  моделей   ARIMA  и VAR  моделей; 
-  проблемы  идентификации и  оценивание параметров ; 
Эконометрическая модель, как правило, основана на теоретическом 



 9 

предложении о круге взаимосвязанных  переменных и характере связи 
между ними. При всем стремлении к «наилучшему» описанию связей 
приоритет отдаётся  качественному  анализу. Поэтому в качестве этапов 
эконометрическое исследование  можно указать : 

 -  постановку  проблемы: 
-  получение данных, анализ их качества; 
-  спецификацию моделей; 
-  оценку параметров; 
-  интерпретацию результатов; 
  Этот список  включает  те стадии,  которые  проходит любое  

исследование,  независимо  от того  на использование  каких  данных  оно 
ориентировано пространственных  или  временных.                                             

   Эконометрика как наука расположена где-то между экономикой, 
статистикой  и математикой. Ответ на вопрос что такое эконометрика  
мажет звучать так:  это наука, связанная эмпирическими выводами 
экономических законов. Т.е, мы используем  данные или «наблюдения» 
для того, чтобы получить количественные зависимости для 
экономических соотношений. Данные  как правило , не являются 
экспериментальными, т.к  в экономике мы  не можем  
проводить(многократные) эксперименты. 

         В эконометрике формулируются экономические модели, 
основываясь на экономической теории или на эмпирических данных,  
оценивается неизвестные величины (параметры) в этих моделях, делает 
прогнозы (и оценивает их точность) и дает рекомендации по  
экономической политике. В  данном случае существенным является  
использование моделей. В      большинстве случаев экономические законы  
выражаются  в относительно простой математической форме. Рассмотрим, 
например функцию потребления 

                                       Ln C=β0 + β1 Ln Y+ β2 Ln P 
где. С – потребления некоторого пищевого продукта на душу   

населения в некотором году, Y-реальный доход на душу населения в этом 
году.                     P  - индекс цен на этот продукт,  скорректированных на 
общий индекс стоимости жизни    β0,β1, β2 - константы.  

Это уравнение называется  уравнения поведения. Оно описывает (в 
среднем) поведение потребителя по отношению к покупке данного 
пищевого продукта в зависимости  от относительного уровня цен на 
продукт и реального душевого дохода. Закон  поведения будет определен, 
как только  мы найдем значения коэффициентов β0, β1, β2 .. Соответственно 
задача эконометрики – определить (оценить)  эти  коэффициенты из 
подходящего набора.    

Математические  модели широко применяться в бизнес, экономике, 
общественных науках, исследование  экономической активности и даже 
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в исследовании  политических процессов.                                                                  
Можно выделить три основных   класса моделей, которые применяются  
для анализа или прогноза.       

   1.Модели временных рядов. 
 К  этому классу  относятся  
модели тренда                 y(t)=T(t)+عt   

где  T(t)- временной тренд заданного  параметрического вида. 
(Например, линейный  T(t)=a+bt),  

ع  t  - случайная (стохастическая) компоненты; 
 сезонности :                       y(t)=S(t)+عt   
где  S(t)  - периодическая (сезонная), компонента, 
  ;t  - случайная (стохастическая) компонентыع 
тренда и  сезонности:        Y (t) =T (t) +S (t) +عt        аддитивная                                                                                                                             

            или                            Y (t) =T (t)·S (t)· عt    мультипликативная                                                                                                                                        

где  T(t)- временной тренд заданного  параметрического вида,  
где  S(t)  - периодическая (сезонная), компонента,   

 .t  - случайная (стохастическая) компонентыع  
К моделям   временных рядов относится  множество более 

сложных моделей, таких как моделей  адаптивного  прогноза, моделей  
авторегрессии и скользящею среднею(ARIMA) и др. Их   общей  чертой 
является то, что они объясняют  поведение   временного ряда, только из 
предыдущих значений. Такие  модели применяться, например,  для 
получения  и прогнозирование объема продаж авиабилетов, 
краткосрочного прогноза процентных  ставок и др.                          

 2. Регрессионные   модели с одним уровнем уравнением.                                     
В таких моделях   зависимая  объясняемая    переменная Y     
представляется в виде функции 

Y=f(x, β )= f(x1…, xk ,  β1 …,  βp ),  
где  x1…, xk     независимые ( объясняющая) переменная, а      β1 …,  

βp     - параметры. 
В зависимости  от вида  функции  f(x, β )  модели делятся  на 

линейные и нелинейные. Например, можно  исследовать спрос на  
мороженое  как функцию от времени, температуры  воздуха, среднюю 
уровня доходов или зависимость зарплаты от возраста, пола, уровня 
образования, стажа  работы и т.п.    

Область применения таких  моделей  даже линейных, значительно 
шире, чем моделей  временных рядов.                   

   3. Система одновременных уравнений.      
Эти модели описывают системами уравнений. Системы  могут 

состоять  из тождеств и регрессионных уравнений, каждое из которых, 
может, кроме объясняющих  переменных, включать   в   себя  также  
объясняемые    переменные   из других     уравнений   системы.  Т.о, мы  
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имеем набор объясняемых     переменных  связанных   через   уравнения   
системы. Примером  может служить     модели  спроса  и предложения. 
Системы одновременных  уравнений требует  относительно    сложный 
математический аппарат.  Они могут  использоваться   для моделей 
стратовой экономики и др. 

        Пример .      Модель спроса и предложения  
  Пусть  Q

d

T
  - спрос на товар в момент   t  (demand) 

Q
S

T
  - предложение на товар в момент времени t (supply) 

Pt - цена товара в момент времени t (price level) 
YT - доход в момент времени t (income). 
Составим  следующую систему уравнений  «спрос-предложение» 

=Q
S

T
L1 +L2  Pt + L3  Pt-1 + ع  t    (предложение) 

   =Q
d

T
 β1 + β2 Pt + β3 Y t   +Ut            (спрос)   

Цена товара Pt    спроса на товар  Qt= =Q
d

T
=Q

S

T
 определяются из 

уравнений модели, т.е  являются   эндогенными  переменными. 
Предопределенными   переменными в данной модели являются доходом, 
и значение цены товара в предыдущий момент времени Pt-1 . 

 
Тема 2.Модель линейной регрессии: смысл и оценка параметров  

 
         Линейная регрессия находит широкое применение  в эконометрике в 

виде четкой  эконометрической интерпретации ее параметров. 
         Линейная регрессия сводится к нахождению уравнения вида:  

    bxayx +=
^

         или  ε++= bxay   

        Уравнение вида      bxayx +=
^

    позволяет по заданным значениям 
фактора x  вычислять теоретические значения результативного признака, 
подставляя в него фактические значения фактора x. 

       На графике теоретические  значения представляют собой  линию 
регрессии. 
        Построение линейной регрессии сводится к оценке ее параметров а  

и b . Оценки параметров линейной регрессии могут быть найдены разными 
методами. Можно обратиться  к полю корреляции и провести через них прямую 
линию.  Далее по  графику можно определить значения параметров. Параметр 
а  определим, как точку пересечения линии  регрессии  с осью OY , а параметр  
b  оценим, исходя  из угла наклона линии регрессии, как  dydxdy ,/ - 
приращение результата y , а dx  - приращение фактора x , т.е.  



 12 

                           bxay x +=
^

  

     Классический подход к оцениванию параметров линейной регрессии  
основан на методе наименьших квадратов (МНК). 

         МНК позволяет получать такие оценки параметров   а  и b , при 
которых сумма квадратов отклонений фактических значений результативного 

признака ( y ) от расчетных (теоретических) значений  xy
^

минимально 

→−∑ 2)ˆ(
ix

i
i yy   min                               (*) 

 
     Иными словами, из всего множества линий линия регрессии на 

графике выбирается так, чтобы сумма квадратов расстояний по вертикали 
между точками и этой линией была бы минимальной: 

                        

^

xii yy −=ε
 

Следовательно,  
→∑

i

i
2ε

 min   
    Чтобы  найти минимум функции (*) надо вычислить частные 

производные по каждому из параметров  а  и b и  приравнять  их к нулю 

    Обозначим  
2

∑
i

iε  через S, тогда: 

22

1

^

)()( ∑∑ −−=−=
=

ii

n

i
xi bxayyyS

i  

0222
1

=+⋅+−= ∑ ∑
=i

ii xbany
da

dS
 

 

0222
1

2 =++⋅−= ∑ ∑∑ iiii xbxaxy
db

dS
 

    Преобразуя формулу, получим следующую  систему нормальных  

уравнений  для оценки параметров   а  и b . 







=+

=+

∑ ∑∑
∑ ∑

iii

ii

xyxa

yxbna
2

ixb
        (3) 

Решая систему нормальных уравнений (3) либо методами исключения  
переменных, либо методом определителей,  искомые оценки параметров а  

и b . Можно воспользоваться следующими готовыми формулами:  

xbya −=        (4) 
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Формула (4) получена  из первого уравнения системы (3), если все его 
члены разделить  на  n  

2

),cov(

x

yx
y

σ
=     

Где  cov(x,y) – ковариация признаков 

   
2

xσ - дисперсия признака х  

Ввиду того, что xyyxyx −=),cov( ,   

а   
222 xxx −=σ  

Получим  следующую формулу оценки параметра  b :  

22 xx

xyyx
b

−

−=  

 
      Параметр b   называется коэффициентом регрессии. Его величина 
называет среднее изменение результата с изменением фактора на одну 

единицу. Так, если  в  функции  издержек  =xy
^

 3000+2x (y-издержки 

(тыс.руб.), x-количество единиц продукции), то следовательно с 
увеличением объёма продукции (x) на 1 единицу издержки производства 
возрастают в среднем на 2 тыс.руб. 
      Возможности четкой экономической интерпретации  коэффициента 
регрессии сделала линейное уравнение регрессии достаточно 
распространенным в эконометрических исследованиях. 
Формально а  - значение y при x =0. если признак-фактор x не имеет и не 
может иметь нулевого значения, то вышеуказанная трактовка свободного 
члена а  не имеет смысла. Параметр а  может не иметь экономического 
содержания. Попытки экономически интерпретировать параметр а  могут 
привести к абсурду, особенно при а<0. Интерпретировать можно лишь 
знак при параметре а. Если  а>0, то относительное изменение результата 
происходит медленнее, чем изменение фактора. Иными словами, вариация 
результата меньше вариации фактора – коэффициент  вариации по фактору 

х выше коэффициент вариации для результата у, yx νν >  
     Задача. Предположим по группе предприятий, выпускающих один и тот 
же вид продукции рассматривается функция издержек  ε++= bxay . 
Информация, необходимая для расчета оценок параметров a и b 
представлена в таблице 
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№ 
предприяти

я 

Выпуск 
продукции, 
тыс. ед. (x) 

Затраты на 
производств
о млн.руб.(y) 

yx 2x  2y  ^

xy  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

1 
2 
4 
3 
5 
3 
4 

30 
70 
150 
100 
170 
100 
150 

30 
140 
600 
300 
850 
300 
600 

1 
4 
16 
9 
25 
9 
16 

900 
4900 
22500 
10000 
28900 
10000 
22500 

31,1 
67,9 
141,6 
104,7 
178,4 
104,7 
141,6 

Итого 22 
 

770 2820 80 9970 770,0 

 
 
Система нормальных уравнений будет иметь вид: 





=+
=+

28208022

770227

ba

ba
 

 
Решая, получим: а = -5,79, b=36,84. 
 Запишем уравнение регрессии: 
y=-5,79+36,84x 
Поставив в уравнение значение x, найдем теоретические значения y (см. 

послед. графу табл.). В данном случае величина параметра а не имеет 
экономического смысла. В рассматриваемом примере имеем: 

;14,3=x    ;25,1=xσ  %8,39=xν  

;110=y    ;29,46=yσ   %1,42=yν  
  
Уравнение регрессии всегда дополняется показателем тесноты связи. При 

использовании линейной регрессии в качестве такого показателя выступает 

линейный коэффициент корреляции xyr . Существуют разные модификации 
формулы линейного коэффициента корреляции. Некоторые из них приведены 
ниже 

 
 

 
Как известно, линейный коэффициент корреляции находится в 

границах: 11 ≤≤− xyr . Если коэффициент  регрессии b>0 то 10 ≤≤ xyr  , 

yxyxy

x
xy

xyyxyx
br

σσσσσ
σ ⋅−=== ),cov(
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и наоборот при b<0, 01 ≤≤− xyr . 
   По данным таблицы величина линейного коэффициента корреляции 
составила 0,991, что достаточно близко к 1 и означает наличие очень 
тесной зависимости затрат на производство от величины объема 
выпущенной продукции.               Следует иметь в виду, что величина 
линейного коэффициента корреляции оценивает тесноту связи 
рассматриваемых признаков в ее линейной форме. Поэтому близость 
абсолютной  величины  линейного коэффициента корреляции к нулю еще 
не означает отсутствие связи между признаками. При иной специфики 
модели связь между признаками может оказаться достаточно тесной. 
Для оценки качества подбора линейной функции рассчитывается квадрат 

линейного коэффициента корреляции 
2

xyr  называемый коэффициентом 
детерминации. Коэффициент детерминации характеризует долю дисперсии 
результативного признака y объясняемую регрессией, в общей дисперсии 

результативного признака  
общy

объяснy
xyr 2

2
2

σ
σ

= . 

Соответственно величина 
21 r−  характеризует долю дисперсии y, 

вызванную влиянием остальных неучтенных в модели факторов.  

В нашем примере 982,02 =r . Следовательно, уравнением регрессии 
объясняется 98,2% дисперсии результативного признака, а на долю 
прочих факторов приходится лишь 1,8% ее дисперсии (т.е. остаточная 
дисперсия).  
     Величина коэффициента детерминации служит одним из критериев 
оценки качества линейной модели. Чем больше доля объясненной 
вариации, тем соответственно меньше роль прочих факторов, и, 
следовательно, линейная модель хорошо аппроксимирует исходные 
данные и ею можно воспользоваться для прогноза значений 
результативного признака. Так полагая, что объем продукции 
предприятия может составить 5 тыс.ед. прогнозное значение для издержек 
производства скажется 178,4 тыс. руб. 
 
Тема 3.Проверка качества  линейного уравнения регрессии 

 
После того как найдено уравнение регрессии, проводится оценка 

значимости как уравнение в целом, так и отдельных его параметров. 
      Оценка значимости уравнения регрессии в целом дается с 

помощью F-критерия Фишера. При этом выдвигается нулевая гипотеза, 
что коэффициент регрессии равен нулю, т.е. b=0, и, следовательно, фактор 
x не оказывает влияние на результат y. 
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     Непосредственному расчету F-критерия предшествует анализ 
дисперсии. Центральное место в нем занимает разложение общей суммы 

квадратов отклонений переменной y от среднего значения 
−
y  на две части 

– «объясненную» и «необъясненную»: 
222 )ˆ()ˆ()( ∑∑∑ −+−=−

−−

xx
yyyyyy  

Общая сумма                сумма квадратов                         остаточная сумма                                                                   
квадратов            =          отклонений              +                 квадратов 
отклонений                    объясненная                                отклонений 

    Общая сумма квадратов отклонений  индивидуальных значений 
−
y  

результативного признака y от среднего значения вызвана влиянием 
множества причин на две группы: изучаемый фактор x и прочие факторы. 
Если  фактор не оказывает влияние на результат, линия регрессии на 
графике параллельно оси ox и y  =

x
ŷ .Тогда вся дисперсия результативного 

признака обусловлена воздействием прочих факторов и общая сумма 
квадратов отклонений совпадает с остаточной. Если же прочие факторы 
не  влияют на результат, то y связан с x функционально  и остаточная  
сумма квадратов равна нулю. В этом случае сумма квадратов отклонений, 
объясненная регрессий, совпадает с общей  суммой квадратов. 

Поскольку не все точки поля корреляции лежат на линии регрессии, 
то всегда имеет место их разброс как обусловленный влиянием фактора x, 
т.е. регрессий y по x, так и вызванный действием прочих причин 
(необъясненная  вариация ). Пригодность  линии регрессии для прогноза 
зависит от  того, какая часть общей вариации признака y приходится на 
объясненную вариацию, очевидно что если сумма квадратов отклонений, 
обусловленная регрессией, будут больше остаточной суммы квадратов, то 
уравнение регрессии статистические значимо и фактор x оказывает 
существенное влияние на результат y. Это равносильно тому, что 
коэффициент детерминации r xy

2 будет приближаться  к единице. 

      Любая сумма квадратов отклонений связана с числом степеней 
свободы, т.е. с числом свободы независимого   варьируемого признака. 
Число степеней свободы связано с числом единиц совокупности n и c 
числом определяемых по ней констант. Применительно  к исследуемой 
проблеме число степеней свободы должно показать, сколько независимых 

отклонений из n возможных )](,...,)(),[(
21

−−
−−− yyyyyy

n
 .Требуется для 

образования данной суммы квадратов. Так, для общей суммы квадратов 

)(∑
−

− yy
2   требуется (n-1) независимых отклонений, что по совокупности 

из n единиц после расчета среднего уровня свободно варьирует лишь (n-1) 
число отклонений. Например: имеете ряд  значений y:1,2,3,4,5. Среднее из 
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них равно 3, и тогда n отклонений от среднего  составят:-2,-1,0,1,2. Так как 

)(∑
−

− yy =0 ,то свободно варьируют лишь четыре отклонения, а пятое 
может определено, если предыдущие четыре  известны. 

      При расчете объясненной или факторной суммы квадратов  
2)ˆ(

−
−∑ yy

x
 используется теоретически (расчетные) значения 

результативного признака xy
^

. Найденные по линии регрессии xy
^

=a+bx 

В линейной регрессии 2)ˆ(
−

−∑ yy
x

 =b2

2

)(∑
−

− xx   .В этом нетрудно 

убедится, обратившись к формуле линейного коэффициента корреляции. 

y

x
xy

br σ
σ

=    . 

Из этой формулы видно, что 

2

2

22

y

x
xy

br σ

σ
=      , 

где 
2

y
σ   -   общая дисперсия признака y; 
22

x
b σ      -    дисперсия признака y, обусловленная фактором x. 

Соответственно , сумма квадратов отклонений, обусловленная 
линейной регрессией составит: 

∑∑ −⋅=− 222 )()ˆ( xxbyy
x

r

. 

Поскольку при заданном объеме наблюдений по x и y факторная 
сумма квадратов при линейной регрессии зависит только от одной 
компоненты коэффициента регрессии b , то данная сумма квадратов имеет 
одну степень свободы. К тому же выводу придем, если рассмотреть 
содержательную сторону расчетного признака y , т.е. 

x
ŷ . Величина 

x
ŷ  

определяется по уравнениям линейной регрессии: .ˆ xbay
x

⋅+=  

Параметр  a можно определить как .xbya ⋅−=   Подставив выражение 
параметра a  в линейную модель, получим: 

).(ˆ xxbyxbxbyy
x

−⋅−=⋅+⋅−=  

   Отсюда видно, что при заданном наборе переменных x и y 
расчетное значение 

x
ŷ является в  линейной регрессии функцией только 

одного параметра – коэффициента регрессии. Соответственно и факторная 
сумма квадратов отклонений имеет число степеней свободы, равное 1. 

          Существует равенство между числом степеней свободы общей, 
факторной и остаточной суммой квадратов. Число степеней свободы 
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остаточной суммы квадратов  при линейной  регрессии составляет   n-
2.Число степеней свободы для общей суммы квадратов определяется 
числом единиц, и поскольку мы используем  среднюю  вычисленную по 
данным выборки то теряем одну степень свободы, т.е.  Dfобщ=n-1 

Разделив каждую сумму квадратов на соответствующее  ей число 
степеней  свободы, получим средний квадрат отклонений, или, что то же 
самое, дисперсию на одну степень свободы D. 

 Д общ =
1

)( 2

−
−∑

−

n

yy
 

Д факт = 
1

)ˆ( 2
−

−∑ yy
x  

Д ост = 
2

)ˆ( 2

−

−∑
n

yy
x  

Определение дисперсии на одну степень свободы  приводит 
дисперсии к сравнимому виду. Сопоставляя факторную и остаточную 
дисперсии в расчете на одну степень свободы получим величину F-
отношения (F-критерия) 

F=
Дост

Дфак  

где F-критерий для проверки нулевой гипотезы  Но: Дфакт = Дост 

Если нулевая гипотеза  справедлива,  то факторная и остаточная 
дисперсии не отличаются друг от друга. Для   Но необходимо 
опровержение, чтобы  факторная дисперсия превышала остаточную в 
несколько раз. Английским статистиком Снедекором  разработаны 
таблицы критических значений  F-отношений при разных  уровнях 
существенности нулевой гипотезы и различном числе степеней свободы. 

Табличное значение    F-критерия- это максимальная  величина 
отношения дисперсий, которая может  иметь место при случайном их 
расхождении для данного уровня вероятности  наличие нулевой гипотезы. 
Вычисленное значение  F-отношения признается достоверным  
(отмеченным от единицы), если оно больше табличного. В этом случае 
нулевая гипотеза об отсутствии  связи признаков отклоняется и делается 
вывод о существенности этой связи: Fфакт> Fтаб , Но- отклоняется. 

     Если же величина окажется меньше табличного  Fфакт< Fтаб, то 
вероятность нулевой гипотезы  выше заданного уровня (например, α=0,05) 
и она не может быть отклонена без серьезного риска сделать 
неправильный вывод о наличии связи. В этом случае уравнение регрессии 
считается статистически не значимым. Но не отклоняется. В 
рассмотренном примере; 
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15000110799700)( 2222 =⋅−=⋅−=− ∑∑
−

ynyyy      - общая сумма 
квадратов; 

14735))7/22(780(84.36)()ˆ( 22222 =⋅−⋅=−=− ∑∑
−

xxbyy
x

  - 

факториальная сумма квадратов; 

2351473515000)(
2^

=−=−∑ x
yy      - остаточная сумма квадратов; 

 Дфакт=14735 
Дост=265:5=53 
F=14735/53=278 

26,16;61,6
01.005.0

==
== αα

FF . 

Поскольку Fфакт> Fтабл , как при 1%-ом  так при 5%-ом уровне 
значимости уравнения регрессии  (связь доказана) 

Величина F-критерия связана с коэффициентом  детерминации  
2r .Факторную сумму квадратов отклонений можно представить как   

nryy
yx

⋅⋅=−
−

∑ 222)ˆ( σ    , 

А остаточную сумму квадратов как - nryy
yx

⋅⋅−=−∑ 222 )1()ˆ( σ  

Тогда значение F-критерия можно выразить как )2(
1 2

2

−⋅
−

= n
r

r
F  

В нашем примере 982,02 =r  
 

Тогда 273)27(
982.01

982.0 =−⋅
−

=F  

(некоторое несовпадение с предыдущем результатом объясняется 
ошибками округления) 

Оценка значимости уравнения регрессии обычно дается в виде 
таблицы дисперсионного анализа. 

 
           Дисперсионный анализ результатов регрессии 
   

Источники 
вариации 

Число 
степене

й 
свободы 

 

Сумма 
квадратов 
отклонени

й 

Дисперсия 
на одну 
степень 
свободы 

F-
отношени

е 
 

F-отношение 
 

фактическо
е 

Таблично
е при 

α.=0.05 
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Общая 
 

Объясненна
я 
 

Остаточная 
 

6 
 
1 
 
5 

15000 
 

14735 
 

265 

- 
 

14735 
 

53 

- 
 

278 
 
1 

- 
 

6.61 
 
- 

 
     
       В линейной регрессии обычно оценивается значимость не только 

уравнения в целом, но и отдельных  его параметров. С этой целью по 
каждому из параметров определяется его стандартная ошибка am  

Стандартная ошибка коэффициента регрессии определяется по 

формуле 
∑∑

∑
−

=
−

−−
=

2

2

2

2
^

)()(

)2/()(

xx

S

xx

nyy
m x

b  

 
Где , 2S - остаточная дисперсия на одну степень свободы. 
Для нашего примера величина стандартной ошибки коэффициента 

регрессии составила: 21.2
857.10

53 ==bm  

Величина  стандартной ошибки совместно с t- распределением 
Стьюдента  при n-2 степенях свободы применяется для проверки 
существенности коэффициента регрессии и для расчета его 
доверительных интервалов. 

Для оценки существенности коэффициента регрессии его величина 
сравнивается  с его стандартной  ошибки, т.е. определяется фактическое 

значение t-критерия Стьюдента:  
b

b m

b
t =  которое затем сравнивается с 

табличным значением при определенном  уровне значимости  α .И числе 
степеней  свободы( n-2). 

В рассматриваемом примере фактическое значение t-критерия для  

коэффициента регрессии составило: 67.16
21,2

84.36 ==bt . Этот же результат 

получим, извлекая квадратный корень из найденного ранее F-критерия, 
т.е. 67.16278 === Frb  

Покажем справедливость равенства Ftb =2 при 05.0=∑α .(для 
двустороннего критерия) и число степеней свободы 5 табличное значение 

57.2=bt так как фактическое значение t-критерия  превышает табличное, то 
следовательно, гипотезу о несущественности коэффициента регрессии 
можно отклонить. 
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Доверительный интервал для коэффициента регрессии в примере 
35% составят 36.84±2.57·2.21=36.84±5.68, 

Стандартная ошибка параметра а определяется по 

формуле:
∑
∑

∑
∑∑

−
⋅=

−
⋅

−

−
=

2

2
2

2

22
^

)()(2

)(

xxn

x
S

xxn

x

n

yy
m x

a
 

 
Процедура оценивания существенности данного параметра не 

отличается от рассмотренной выше для коэффициента регрессии: 

Вычисляется t-критерии: 
a

a m

a
t = Его величина сравнивается  с 

табличным значением при df =n-2 степенях свободы. 
     Значимость линейного коэффициента корреляций  на основе 

величины ошибки коэффициента корреляции rm : 

2

1 2

−
−=

n

r
mr                                  

Фактическое значение t-критерия Стьюдента определяется как  
 

2
1 2

−⋅
−

= n
r

r
t

r
 

Данная формула свидетельствует, что в парной линейной регрессии 

Ft r =2  ,что как уже указывалось )2(
1 2

2

−⋅
−

= n
r

r
F  

Кроме того Frb =2  .Следовательно,  22
br tt =  

Таким образом, проверка гипотез о значимости коэффициентов 
регрессии и корреляции равносильна проверке гипотезы о 
существенности линейного уравнения регрессии. 

В рассматриваемом примере rt  не совпало с tb в результате ошибок 
округления . Величина rt =16.73 значительно превышает табличное 
значение 2.57 при α =0.05. Следовательно, коэффициент корреляции  
существенно отмечен и зависимость является достоверной. 

Рассмотренная формула оценки коэффициента корреляции 
рекомендуется к применению при большом числе наблюдении и если r не 
близко +1 или -1.Если же величина коэффициента корреляции близка k+1 
то распределение его оценок отличается от нормального или 
распределения Стьюдента, как величина  коэффициента корреляции 
ограничено значениями от -1 до +1. Если же величина коэффициента 
корреляции близка к  +1, то распределение его оценок отличается от 
нормального или распределения Стьюдента, так как величина 
коэффициента корреляции ограничена значениями от -1 до  +1. 
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Тема 5.Нелинейные регрессии 
 
 Если между экономическими явлениями существуют 

нелинейные соотношения, то они выражаются с помощью 
соответствующих нелинейных функций.  

 Различают два класса нелинейных регрессий: 
  1)      регрессии, нелинейные относительно включенных в 

анализ объясняющих переменных, но линейные по оцениваемым 
параметрам; 

   2)    регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам. 
 
Примером нелинейной регрессии по включаемым в нее 

объясняющим переменным могут служить следующие функции: 
- полиномы разных степеней - 

+⋅+⋅+=+⋅+⋅+= 22 , xcxbayxcxbay ε   

          ε+⋅+ 3xd ; 

-  равносторонняя гипербола - 
ε++=

x

b
ay

. 
 

       К нелинейным регрессиям по оцениваемым параметрам 
относятся функции: 

-         степенная - ε⋅⋅= bxay ; 

-         показательная - ε⋅⋅= xbay ; 

-         экспоненциальная - ε⋅= +bxaey . 
 
Нелинейная регрессия по включенным переменным определяется, 

как и линейная, методом наименьших квадратов, так как функции 
линейны по параметрам. 

Так в параболе ε+⋅+⋅+= 2xcxbay , заменяя переменные 

2
2

1, xxxx == , получим двухфакторное уравнение линейной регрессии: 

ε+⋅+⋅+= 21 xcxbay , 
для оценки параметров которого используется метод наименьших 

квадратов. По аналогии для полинома третьего порядка получим 
трехфакторную модель линейной регрессии. 

 Следовательно, полином любого порядка сводится к линейной 
регрессии с ее методами оценки параметров и проверки гипотез. 
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Ограничения в использовании полиномов более высоких степеней 
связаны с требованием однородности исследуемой совокупности: чем 
выше порядок полинома, тем больше изгибов имеет кривая и 
соответственно менее однородна совокупность по результативному 
признаку. 

 Парабола второй степени целесообразна к применению, если 
для определенного интервала значений фактора меняется характер связи 
рассматриваемых признаков: прямая связь меняется на обратную или 
обратная на прямую. В этом случае определяется значение фактора, при 
котором достигается максимальное (или минимальное) значение 
результативного признака: приравниваем к нулю первую производную 
параболы второй степени : 

2cxbxay ++= , т.е. 02 =⋅+ xcb  и  
c

b
x

⋅
−=

2
 

 Если же исходные данные не обнаруживают изменения 
направленности связи, то параметры параболы второго порядка 
становятся трудно интерпретируемыми, а форма связи часто заменяется 
другими нелинейными моделями.  

       Применения МНК для оценки параметров параболы второй 
степени приводит к следующей системе нормальных уравнений: 









++⋅=⋅
++⋅=⋅

++=

∑ ∑ ∑∑
∑ ∑ ∑∑
∑ ∑∑

4322

32

2

xcxbxaxy

xcxbxaxy

xcxbnay

 

Решение Его возможно методом определений: 

∇
∇= a

a , ∇
∇= b

b , ∇
∇= c

c ,  

Где −∇ определитель системы: 
a∇ , b∇ , c∇ частные определители для каждого из параметров 

  
 Если же исходные данные не обнаруживают изменения 

направленности связи, то параметры параболы второго порядка 
становятся трудно интерпретируемыми, а форма связи часто заменяется 
другими нелинейными моделями.  

 При 0>b  и 0<c  кривая симметрична относительно высшей 
точки, т.е. точки перелома кривой, изменяющей направление связи, а 
именно рост на падение. Такого рода функцию можно наблюдать в 
экономике труда при изучении зависимости заработной платы работников 
физического труда от возраста – с увеличением возраста повышается 
заработная плата ввиду одновременного увеличения опыта и повышения 
квалификации работника. Однако с определенного возраста ввиду 
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старения организма и снижения производительности труда дальнейшее 
повышение возраста может приводить к снижению заработной платы 
работника. Если параболическая форма связи демонстрирует сначала рост, 
а затем снижение уровня знаний результативного признака, то 
определяется значение фактора, при котором достигается максимум. Так, 
предполагая, что потребление товара A(единицу) в зависимости от уровня 
дохода семьи (тыс. руб.) характеризуется уравнением вида 

25 xxbyx −⋅+=Λ .Приравнивая к нулю первую производную 02 =⋅−=Λ xbyx  
найдем величину дохода  при которых потребление максимальные, т.е. 
при 3=x тыс.руб. 

 При 0<b  и 0>c  парабола второго порядка симметрична 
относительно своей низшей точки, что позволяет определить минимум 
функции в точке, меняющей направление связи, т.е. снижение на рост. 
Так, если в зависимости от объема выпуска продукции затраты на 
производство         характеризуется уравнением   22601200 xxyx ⋅+⋅−=Λ , то 
наименьшие затраты достигаются при  выпуске продукции 15=x ед. т.е. 

02260 =⋅+− x  
В этом можно убедиться, подставляя  в уравнения значения X. 
 

X 10 11 12 13 14 15 16 17 
Y 800 782 768 758 752 750 752 758 

 
 Ввиду симметричности кривой парабола второй степени далеко 

не всегда пригодна в конкретных исследованиях. Чаще исследователь 
имеет дело с отдельными сегментами параболы, а не с полной 
параболической формой. Кроме того, параметры параболической связи не 
всегда могут быть логически истолкованы. Поэтому если график 
зависимости не демонстрирует четко выраженной параболы второго 
порядка (нет смены направленности связи признаков), то она может быть 
заменена другой нелинейной функцией, например степенной. В частности, 
в литературе часто рассматривается парабола второй степени для 
характеристики  в зависимости урожайности от количества внесенных 
удобрений. Данная фирма связи мотивируется с тем, что с увеличением 
количества внесенных удобрений  урожайность растет лишь до 
достижения оптимальной дозы внесенных удобрений. Дальнейший же 
рост их дозы оказывается  вредным для растений, и урожайность 
снижается. Рассмотрим такую задачу (денные задачи заимствованы).  

Задача. Рассмотрим  зависимость урожайности озимой пшеницы от 
количества внесенных удобрений  см. таблицу 

 
Внесено Урожайность,  2x  3x  4x  xy ⋅  2xy ⋅  

x
ŷ  
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минеральных 
удобрений,  
ц на 1 га, x 

ц с 1 га, y 

1 
2 
3 
4 
5 
 

6 
9 
10 
12 
13 

1 
4 
9 
16 
25 

1 
6 
27 
64 
128 

1 
16 
81 
256 
625 

6 
18 
30 
48 
65 

6 
36 
90 
192 
325 

6,2 
6,2 
8,5 
10/4 
11.9 
13,0 

∑ 15 50 55 225 979 165 649 80,0 

По данным таблицы система нормальных уравнений составит 









=⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

=⋅+⋅+⋅

.64997922555

,1672255515

,5055155

cba

cba

cba

 

Решая ее методом определителей, получим:  
.150,2090,2380,700 −=∆=∆=∆=∆

cba
 

Откуда параметры искомого уравнения составят: 
.214,0,986,2,4,3 === cba  

А уравнение регрессии примет вид: 
.214,0986,24,3 2xxy

x
−⋅+=Λ

 

Уравнение параболы второго порядка хорошо описывает 
рассматриваемую зависимость. Сумма квадратов отклонений остаточных 

величин .46,0)ˆ( 2 =−∑ x
yy  Ввиду того, что данные демонстрируют лишь 

сегмент параболы второго порядка, то рассматриваемая зависимость 
может быть охарактеризована и другой функцией. Используя в частности 
степенную функцию, сумма квадратов отклонений остаточных величин 
для нее равна 43,0)ˆ( 2 =−∑ x

yy , что означает еще лучшую сходимость 

фактических и расчетных значений y . 
 Среди класса нелинейных функций, параметры которых без 

особых затруднений оцениваются методом наименьших квадратов, 

следует назвать равностороннюю гиперболу: x

b
ayx +=)

. Классическим ее 
примером является кривая Филлипса, характеризующая нелинейное 
соотношение между нормой безработицы x и процентом прироста 
заработной платы y: 

ε++=
x

b
ay

. 
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 Для равносторонней гиперболы виды 
ε++=

x

b
ay

, заменив 

x

1

 на z, получим линейное уравнение регрессии ezbay +⋅+= , оценка 
параметров которого может быть дана методом наименьших квадратов. 
Система нормальных уравнений составит: 










⋅+⋅=

+⋅=

∑∑∑

∑∑

.
11

,
1

2x
b

x
a

x

y
x

bany

 
 При 0>b  имеем обратную зависимость, которая при ∞→x  

характеризуется нижней асимптотой, т.е. минимальным предельным 
значением y, оценкой которого служит параметр a. Так для кривой 

Филлипса x
y x

1
1842,000679,0 +=)

 величина параметра a, равная 0,00679, 
означает, что с ростом уровня безработицы темп прироста заработной 
платы в пределе стремится к нулю. Соответственно можно определить тот 
уровень безработицы, при котором заработная плата оказывается 
стабильной и темп ее прироста равен нулю. 

 При 0<b  имеем медленно повышающуюся функцию с верхней 
асимптотой при ∞→x , т.е. с максимальным предельным уровнем y, 
оценку которого дает параметр a. 

 Примером может служить взаимосвязь доли расходов на 
товары длительного пользования и общих сумм расходов (или доходов). 
Математическое описание подобного рода взаимосвязей получило 
название кривых Энгеля. С ростом дохода доля доходов, расходуемых на 
продовольствие, уменьшается. Соответственно с увеличением дохода доля 
доходов, расходуемых на непродовольственные товары, будет возрастать. 
Однако это увеличение не беспредельно, ибо на все товары сумма долей 
не может быть дольше единицы. Соответственно можно определить 
границу величины дохода, дальнейшее увеличение которого не приводит 
к росту доли расходов на отдельные непродовольственные товары. 

 Однако для описания кривой Энгеля можно также 

использовать полулогарифмическую кривую ε+⋅+= xbay ln . Данная 

регрессия также сводится к исследованию линейной заменой xz ln= . 
 Иначе обстоит дело с регрессией, нелинейной по оцениваемым 

параметрам. Данный класс нелинейных моделей подразделяется на два 
типа: нелинейные модели внутренне линейные и нелинейные модели 
внутренне нелинейные. Если нелинейная модель внутренне линейна, то 
она с помощью соответствующих преобразований может быть приведена 



 27 

к линейному виду. Если же нелинейная модель внутренне нелинейная, то 

она не может быть сведена к линейной функции, например: ε+⋅= bxay   

или ε+⋅+= cxbay .  
 В исследованиях по регрессионному анализу относят к 

нелинейным лишь внутренне нелинейные по оцениваемым параметрам. А 
все остальные относятся к классу линейных моделей. 

 Если модель внутренне нелинейная по параметрам, то для 
оценки параметров используются итеративные процедуры, успешность 
которых зависит от вида уравнений и особенностей применяемого 
итеративного подхода.  

 Итак, для нелинейных моделей приведем процедуру 
регрессионного анализа: 

1.      Принимаются некоторые правдоподобные исходные 
значения параметров. 

2.      Вычисляются предсказанные значения y по фактическим 
значениям x с использованием этих значений параметров. 

3.      Вычисляются остатки для всех наблюдений в выборке и, 
следовательно, S – сумма квадратов отклонений. 

4.      Вносятся небольшие изменения в одну или более оценку 
параметров. 

5.      Вычисляются новые предсказанные значения y, остатки и 
S. 

6.      Если S меньше, чем прежде, то новые оценки параметров 
лучше прежних и их следует использовать в качестве новой 
отправной точки. 

7.      Шаги 4, 5 и 6 повторяют вновь до тех пор, пока не 
окажется невозможным внести такие изменения в оценки 
параметров, которые привели бы к уменьшению S. 

8.      Делается вывод о том, что величина S минимизирована и 
конечные оценки параметров являются оценками по методу 
наименьших квадратов. 
 Среди нелинейных функций, которые могут быть приведены к 

линейному виду, в эконометрических исследованиях очень широко 

используется степенная функция ε⋅⋅= bxay . Это связано с тем, что 
параметр b в ней имеет четкое экономическое истолкование, т.е. он 
является коэффициентом эластичности. Это означает, что величина 
коэффициента показывает, на сколько процентов изменится в среднем 
результат, если фактор изменится на 1%. Коэффициент эластичности 
можно определять и при наличии других форм связи, но только для 
степенной функции он представляет собой постоянную величину, равную 
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значению коэффициента b. 
 Поскольку коэффициенты эластичности представляют 

экономический интерес, а виды моделей не ограничиваются только 
степенной функцией, приведем формулы расчета коэффициентов 
эластичности для наиболее распространенных типов уравнений регрессии. 
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 Уравнение нелинейной регрессии, так же как и в линейном 

случае, дополняется показателем корреляции: 

2
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σ
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, 
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здесь 
( )∑ −= 22 1

xост yy
n

)σ
 - остаточная дисперсия, а 

( )∑ −= 22 1
xy yy

n
σ

 - общая дисперсия результативного признака. 
 Величина данного показателя находится в границах 10 ≤≤ R , 

чем ближе к единице, тем теснее связь рассматриваемых признаков. Это 
говорит об эффективности найденных коэффициентов регрессии. 

 Поскольку в расчете индекса корреляции используется 
соотношение факторной и общей суммы квадратов отклонений, то 2R  
имеет тот же смысл, что и коэффициент детерминации. Для нелинейных 
связей эту величину обычно называют индексом детерминации. 

 Индекс детерминации используется для проверки 
существенности в целом уравнения нелинейной регрессии по критерию 
Фишера: 

m

mn

R

R
F

1

1 2

2 −−⋅
−

=
, 

где n – число наблюдений, m – число параметров при переменных x. 
 Фактические значения результативного признака отличаются 

от теоретических,, рассчитанных по уравнению регрессии, т.е. y и xy
)

. Чем 
меньше эти отличия, тем ближе теоретические значения подходят к 
эмпирическим данным, лучше качество модели. Чтобы иметь общее 
суждение о качестве модели из относительных отклонений по каждому 
наблюдению, определяют среднюю ошибку аппроксимации как среднюю 
арифметическую простую: 

( )
∑ ⋅

−
⋅= %100
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yy
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Тема 6.Модель множественной регрессии 
 
        Парная регрессия может дать хороший результат при 

моделировании, если влиянием других факторов, воздействующих на 
объект исследования, можно пренебречь. Например, при построении 
модели зависимости потребления того или иного товара от дохода 
предполагает, что в каждой группе дохода одинаково влияние таких 
факторов, как цена товара, размер семьи, ее состав, в чем никогда нельзя 
быть уверенным. Для того что бы иметь правильное представление о 
влиянии дохода на потребление, необходимо изучить их корреляцию при 
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неизменном уровне других факторов. Для этого нужно отобрать единицы 
совокупности с одинаковыми значениями всех факторов, кроме дохода. 
Т.о. это приводит к планированию эксперимента. Экономист не может 
регулировать другие факторы. 

Поведение отдельных экономических переменных контролировать 
нельзя, т.е. не удается обеспечить равенство всех прочих  условий для 
оценки влияния одинаково исследуемого фактора. В этом случае следует 
попытаться выявить влияние других факторов, введя их в модель, т.е. 
настроить уравнение множественной регрессии. 

 ε+++++= pp xbxbxbay ...2211  (при изучении потребления ) 
 Множественная регрессия широко используется в решении 

проблем спроса, доходности акций, при изучении функции издержек 
производства, в макроэкономических расчетах. Основная цель 
множественной регрессии – построить модель с большим числом 
факторов, определив при этом влияние каждого из них в отдельности, а 
также совокупное их воздействие на моделируемый показатель. 

 Построение уравнения множественной регрессии начинается 
со спецификации модели. Она включает в себя два круга вопросов: отбор 
факторов и выбор вида уравнения регрессии. 

 Факторы, включаемые во множественную регрессию, должны 
отвечать следующим требованиям: 

-         Они должны быть количественно измеримы. Если 
необходимо включить в модель фактор, не имеющий 
количественного измерения, то ему нужно придать количественную 
определенность (например, в модели стоимости объектов 
недвижимости учитывается место нахождения недвижимости: 
районы ранжируются). 

-         Факторы не должны быть интеркоррелированы и тем 
более находиться в точной функциональной связи. 
Включение в модель факторов с высокой интеркорреляцией может 

привести к тому, что система нормальных уравнений может оказаться 
плохо обусловленной и повлечь за собой неустойчивость и ненадежность 
оценок коэффициентов регрессии. 

Если между факторами существует высокая корреляция, то нельзя 
определить их изолированное влияние на  результативный показатель и 
параметры уравнения регрессии оказываются не интерпретируемыми. 

 
Пример. Рассмотрим регрессию себестоимости единицы продукции 

(руб., y) от заработной платы работника (руб., x) и производительности его 
труда (единиц в час, z): 

ε+⋅−⋅−= zxy 10522600 . 



 31 

 Коэффициент регрессии при переменной z показывает, что с 
ростом производительности труда на 1 ед. себестоимость единицы 
продукции снижается в среднем на 10 руб. при постоянном уровне оплаты 
труда. Вместе с тем параметр при x нельзя интерпретировать как 
снижение себестоимости единицы продукции за счет роста заработной 
платы. Отрицательное значение коэффициента регрессии при переменной 
x в данном случае обусловлено высокой корреляцией между x и z 

( 95,0=xzr ). Поэтому роста заработной платы при неизменности 
производительности труда не может быть (если не учитывать инфляцию). 

 Насыщение модели лишними факторами не только не снижает 
величину остаточной дисперсии и не увеличивает величину остаточной 
дисперсии и не увеличивает показатель детерминации, но и приводит к 
статистической незначимости параметров регрессии по t-критерию 
Стьюдента. 

 Таким образом, хотя теоретически регрессионная модель 
позволяет учесть любое число факторов, практически в этом нет 
необходимости. Отбор факторов обычно осуществляется в две стадии: на 
первой подбираются факторы исходя из сущности проблемы; на второй – 
на основе матрицы показателей корреляции определяют t-статистики для 
параметров регрессии.  

 Коэффициенты интеркорреляции (т.е. корреляции между 
объясняющими переменными) позволяют исключать из модели 
дублирующие факторы. Считается, что две переменные явно 
коллинеарны, т.е. находятся между собой в линейной зависимости, если 

7,0≥
ji xxr . 

 По величине парных коэффициентов корреляции 
обнаруживается лишь явная коллинеарность факторов. Наибольшие 
трудности в использовании аппарата множественной регрессии возникают 
при наличии мультиколлинеарности факторов, когда более чем два 
фактора связаны между собой линейной зависимостью, т.е. имеет место 
совокупное воздействие факторов друг на друга. В этом случае вариация в 
исходных данных перестает быть полностью независимой, и нельзя 
оценить воздействие каждого фактора в отдельности. Чем сильнее 
мультиколлинеарность факторов, тем менее надежна оценка 
распределения суммы объясненной вариации по отдельным факторам с 
помощью метода наименьших квадратов. 

Для  оценки мультиколлинеарности факторов может использоваться 
определитель матрицы парных коэффициентов корреляции между 
факторами. 

 Если бы факторы не коррелировали между собой, то матрица 
парных коэффициентов корреляции между факторами была бы единичной 
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матрицей, поскольку все недиагональные  элементы  )( jiXiXj xxr ≠=  были 
бы равны нулю. 

 Так для включающего три объясняющих переменных 
уравнения: 

  ε+++++= pp xbxbxbay ...2211  
матрица коэффициентов корреляции между факторами имела бы 

определитель равный единице. 
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Т.к. 1332211 === XXXXXX rrr  и 0323121 === XXXXXX rrr  
 Если же наоборот, между факторами существует полная 

линейная зависимость то определитель такой матрицы равен нулю   
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Чем ближе к нулю определитель матрицы межфакторной 
корреляции, тем меньше мультиколлинеарность факторов и ненадежнее 
результат множественной регрессии. И наоборот, чем ближе к единице 
определитель матрицы межфакторной корреляции, тем меньше 
мультиколлинеарность факторов. 

 Включение в модель мультиколлинеарных факторов 
нежелательно в силу следующих причин: 

-         затрудняется интерпретация параметров множественной 
регрессии как характеристик действия факторов в чистом виде, ибо 
факторы коррелированны; параметры линейной регрессии теряют 
экономический смысл; 

-         оценки параметров ненадежны, обнаруживают большие 
стандартные ошибки и меняются с изменением объема наблюдений 
(не только по величине, но и по знаку), что делает модель 
непригодной для анализа и прогнозирования. 
Мультиколлинеарность может возникать в силу различных причин. 

Например, несколько независимых переменных могут иметь общий 
временной тренд, относительно которого они совершают малые 
колебания. 

Выделим некоторые наиболее характерные признаки 
мультиколлинеарности: 

-         Небольшое изменение исходных данных (например, 
добавление новых наблюдений) приводит к существенному 
изменению оценок коэффициентов модели. 
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-         Оценки имеют большие стандартные ошибки, малую 
значимость, в то время как модель в целом является значимой 
(высокой значение коэффициента детерминации и соответствующей 
статистики Фишера). 

-         Оценки коэффициентов имеют неправильные с точки 
зрения теории знаки или неоправданно большие значения. 
При столкновении с проблемой мультиколлинеарности возникает 

желание отбросить «лишние» независимые переменные, которые, 
возможно, служат ее причиной. Однако, во-первых, далеко не всегда ясно, 
какие переменные являются лишними в указанном смысле. Во-вторых, во 
многих ситуациях удаление какой-либо независимой переменной может 
значительно отразится на содержательном смысле модели. В-третьих, 
отбрасывание существенных переменных, которые реально влияют на 
изучаемую зависимую переменную, приводит к смещенности оценок. 

Существует ряд подходов преодолении сильной межфакторной 
корреляции.  

1 путь – исключение из модели одного или нескольких факторов. 
Другой подход связан с преобразованием факторов, при котором 
уменьшается корреляция между ними.  

 Одним из путей учета внутренней корреляции факторов 
является переход к совмещенным уравнениям регрессии, т.е. к 
уравнениям, которые отражают не только влияние факторов, но и их 
взаимодействие. Так, если ),,( 321 xxxfy =  то возможно построение 
следующего совмещенного уравнения: 

 ε+++++++= 322331132112332211 xxbxxbxxbxbxbxbay  
Совмещенные уравнения строятся, например, при исследовании 

эффекта влияния на урожайность разных видов удобрений. 
 Решение проблемы устранения мультиколлинеарности 

факторов может помочь и переход к уравнениям приведенной формы. С 
этой целью в уравнение регрессии производится подстановка 
рассматриваемого фактора через выражение его из другого уравнения. 

Отбор факторов, включаемых в регрессию, является одним из 
важнейших этапов практического использования методов регрессии. 
Подходы к отбору факторов на основе показателей корреляции могут 
быть разные. Они приводят построение уравнений множественной 
регрессии соответственно к разным методикам. В зависимости от того, 
какая методика построения уравнения регрессии принята, меняется 
алгоритм ее решения на ЭВМ. 

 Наиболее широкое применение получили следующие методы 
построения уравнения множественной регрессии: 

1. метод исключения 
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2. метод включения 
3. шаговый регрессионный анализ. 

Каждый из этих методов по-своему решает проблему отбора 
факторов, давая в целом близкие результаты – отсев факторов из 
полного его набора (метод исключения), дополнительное введение 
фактора (метод включения), исключение ранее введенного фактора 
(шаговый регрессионный анализ). 
 
 Параметры уравнения множественной регрессии оцениваются, 

как и  в парной  регрессии, методом  наименьших квадратом (МНК) при 
его применении строится система нормальных уравнений, решение 
которых и позволяет получить оценки параметров регрессии. Так, для 

уравнения  
pp

xbxbxbay ++++= ...
2211

 система нормальных уравнений 

 составит:  














⋅++⋅⋅+⋅⋅+⋅=⋅

⋅⋅++⋅⋅+⋅+⋅=⋅

⋅++⋅+⋅+⋅=

∑∑∑∑∑

∑ ∑∑∑∑

∑∑∑∑

2

2211

1212

2

1111

2211

...

...............................................................................

...

...

pppppp

pp

pp

xbxxbxxbxaxy

xxbxxbxbxaxy

xbxbxbany

 

Её решение может быть осуществлено методом определителей: 

.,...,, 1

1 ∆

∆
=

∆

∆
=

∆
∆= p

p

b
b

b
b

a
a  

Где ∆ - определитель системы 

p
bbba ∆∆∆∆ ,...,,,

21
- готовые определители при этом  

∑∑∑∑
∑∑∑∑
∑∑∑∑
∑∑∑

⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅
=∆

2

21

2

2

2212

112

2

11

21

pppp

p

p

p

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxn

 

а
11

,...,, bba ∆∆∆  получается путём замены соответствующих столбца 

матрицы 
определения системы данными левой части системы. Возможны и 

иные подходы  
к определению параметров множественной регрессии, когда на 

основе матрицы  
коэффициентов корреляции системные уравнения решений в парных  

стандартизованном масштабе: 
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εβββ +⋅++⋅+⋅=
p

xpxxy
tttt ...

21
21     ,  

Где 
p

xxxy
tttt ,...,,,

21
- стандартизованные переменные , 

.,...,,

1

1

11

p

p
x

pp

x
x

x
y

y

xx
t

xx
t

yy
t

σσσ

−
=

−
=−=  

Для которых среднее значение равно нулю 0...
21

=====
p

xxxy
tttt , 

среднеквадратическое отклонение равно единице : .1...
1

====
p

xxy
σσσ   

Применяя МНК к уравнению множественной регрессии в 
стандартизованном масштабе, после соответствующих преобразований 
получим систему нормальных уравнений вида 














⋅++⋅+⋅+=

⋅++⋅++⋅=

⋅++⋅+⋅+=

p

p

p

xxpxxxxyx

xxpxxxxyx

xxpxxxxyx

rrrr

rrrr

rrrr

131211

232122

131211

...

................................................................

...

...

321

321

321

ββββ

ββββ

ββββ

 

Решая ее методом определителей, параметры стандартизованные 
коэффициенты регрессии (β-коэффициенты). 

Стандартизованные коэффициенты регрессии показывают на 
сколько сигм  изменится в средyем результат с , если соответствующий 
фактор xi изменится на одну сигму при неизменном среднем уровне 
других факторов. В силу того что все переменные заданы как 
центрированные и нормированные , стандартизованные коэффициенты 
регрессии сравнимы между собой. Сравнивая их друг с другом , можно 
ранжировать факторы по силе их воздействия на результат. 

  В парной зависимости стандартизованный коэффициент регрессии 

есть нечто иное, линейный коэффициент корреляции yx
r .Также во 

множественной регрессии коэффициенты “чистой” регрессии bi связаны 
со стандартизованными коэффициентами регрессии βi ; а именно 

i
x

y

ii
b

σ

σ
β=      . 

Это позволяет от уравнения регрессии в стандартизованном 
масштабе  

εβββ +⋅++⋅+⋅=
p

xpxxy
tttt ...

21
21  

Переходить к уравнению регрессии натуральном масштабе 
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переменных 

pp
xbxbxbay ++++= ...ˆ

2211  

Параметр а определяется как  

pp
xbxbxbya −−−−= ...

2211   . 

Рассмотренный смысл стандартизованных коэффициентов регрессии 
позволяет их использовать при отсеве факторов – из модели исключаются 
факторы с наименьшим βi . 

Компьютерные программы построения множественной регрессии в 
зависимости от использованного в них алгоритма решения позволяет 
получить либо только уравнение регрессии для исходных данных, либо 
кроме того уравнения регрессии в стандартизованном масштабе. 

 При нелинейной зависимости признаков приводимой к линейному 
виду, параметры множественной регрессии также определяются МНК 
стой лишь разницей, что используется не исходной информации , а к 
преобразованным данным. Так рассматривая степенную функцию 

p
b

p

bb xxxbay ⋅⋅⋅⋅= ...ˆ 21

211  

Преобразуем в линейный вид: 
 

pp
xbxbxbay lg...lglglgˆlg

2211
++++=  , 

Где переменные выражены в логарифмах. Далее применяется МНК 
как и описано раньше. Строится система нормальных уравнений и 

определяются параметры .,...,,,lg
21 p

bbba  .Потенцируя значение alg  

найдем параметр a  и соответственно общий вид уравнения степенной 
функции . Поскольку параметры степенной функции представляют собой 
коэффициенты эластичности, то они сравнимы по разным факторам. 

 
Тема 7.Оценка качества  модели множественной регрессии 

 
  Практическая значимость уравнения множественной регрессии 

оценивается с помощью показателя множественной корреляции  и его 
квадрата- коэффициента детерминации. 

   Показатель множественной корреляции характеризует тесноту 
связи рассматриваемого набора факторов с исследуемым  признаком,  или, 
иначе, оценивает тесноту совместного влияния факторов на результат. 

    Независимо  от формы связи показатель множественной 
корреляции может быть найден как индекс множественной корреляции:             
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y
xxyx

R
2

ост
2

....
1

21 σ
σ−=

Ρ

, 

где      ; признака вногорезультати  дисперсия общая2 −yσ  

           − ост
2σ остаточная дисперсия для уравнения ),...,,(

21 p
xxxfy = . 

    Методика построения индекса множественной корреляции 
аналогична построению индекса корреляции для парной зависимости. 
Граница его изменения те же: от 0 до 1. чем ближе его значение к 1, тем 
теснее связь результативного признака со всем набором исследуемых 
факторов. Величина индекса множественной корреляции должна быть 
больше или равна максимальному парному индексу корреляции:    

),1(
(max)...

21

piRR
ip

yxxxyx
=≥ , 

   При правильном включении факторов в регрессионный  анализ 
величина индекса множественной корреляции будет существенно 
отличаться от индекса корреляции парной зависимости. Если же 
дополнительно включенные в уравнение множественной регрессии 
факторы третьестепенны, то индекс множественной корреляции может 
практически совпадать с  индексом парной корреляции (различия в 
третьем, четвертом знаках). Отсюда ясно, что, сравнивая индексы 
множественной и парной  корреляции, можно сделать вывод о 
целесообразности включения в уравнение регрессии того или иного 
фактора. Так, если y рассматривается как функция x и  z  и получен индекс 
множественной корреляции  85.0=

yzx
R ,а индексы парной корреляции при 

этом были 82.0=
yx

R  и  75.0=
yz

R , то совершенно ясно, что уравнение парной 

регрессии )(xfy =  охватывало 67,2% колеблемости  результативности 
признака под влиянием фактора x, а дополнительное включение в анализ 
фактора z увеличило долю объясненной вариации до 72,3%, т. е. 
уменьшилось доля остаточной вариации на 5,1 проц. Пункта(с 32,8 до 
27,7%). 

Расчет индекса множественной корреляции предполагает 
определение уравнения множественной регрессии и на его основе 
остаточной дисперсии: 

nyy
pxxxост /)( 22

///21
−∑=δ       

Можно пользоваться следующей формулой индекса множественной 
корреляции 

22

...

2

...
)(/)(1

2121

yyyyR
pp

xxyxxxyx
−∑−∑−=        

 При линейной зависимости признаков формула индекса корреляции 
может быть представлена следующим выражением  
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                Ryx1x2…xp=
iip

yxxxxyx
rR ⋅∑= β

...
21

                                   

где 
1

x
β - стандартизированные коэффициенты регрессии, 

i
yx

r  – парные коэффициенты  корреляции  результата с каждым 

фактором. 
 
В справедливости данной формулы можно убедиться, если 

обратиться к линейному уравнению  множественной регрессии в 
стандартизованном масштабе и определить для него индекс 
множественной корреляции: 

 
                  R= ))(/)ˆ((1 22

yyyy tttt −∑−∑−  

Или, что то же самое, R= ))(/)(( 22 tytytyty −∑−∑       В формуле (3.10) 
числитель подкоренного выражения представляет собой факторную 
сумму  квадратов отклонений для стандартизованных переменных ty = 
( ) yyy δ/−  

Поскольку 0=yt  и ,)( 22 nttt yyy =∑=−∑  индекс множественной 
корреляции для линейного уравнения в стандартизированном масштабе 
можно записать 

                      R= .))ˆ()/1(( 2

y
tn ∑⋅     

Подставим в эту формулу выражение  yt̂  через  
   ,...ˆ

2211 xpxpxxxxy
tttt ⋅++⋅+⋅= βββ  

полу
))/1(...ˆ)/1(())...(ˆ)/1((

112211 yxpxpyxxxpxpxxxxy
ttnttnttttnR ⋅∑⋅⋅++⋅∑⋅⋅=⋅++⋅+⋅⋅∑⋅= βββββ

Так как (1/n)·
yxyx

rtt =⋅∑ ˆ
1

, то получим формулу индекса множественной 

корреляции вида (3.8): 
)()...(

2211 iipp
yxxyxxyxxyxx

rrrrR ⋅∑=⋅++⋅+⋅= ββββ  

Формула индекса множественной корреляции для линейной  
регрессии  получила название линейного коэффициента множественной 
корреляции, или, что то же самое, совокупного коэффициента корреляции: 

В рассмотренных показателях множественной корреляции  (индекс и 
коэффициент) используется остаточная дисперсия, которая имеет 
систематическую ошибку  в сторону преуменьшения, тем более 
значительную, чем больше параметров определяется в уравнение 
регрессии  при заданном объеме наблюдений n. Если число параметров 
при  xj  равно m  и приближается к объему  наблюдений, то остаточная 
дисперсия будет близка к нулю и коэффициент корреляции  приблизится к 
единице  даже при слабой связи факторов  с  результатам. Для того чтобы 
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не допустить возможного преувеличения  тесноты связи, используется 
скорректированный  индекс множественной корреляции. 

Скорректированный индекс множественной корреляции содержит 
поправку на число степеней свободы, а именно остаточная сумма 
квадратов  2

...21 )ˆ( xpxxyy −∑   делится на число степеней свободы  остаточной 
вариации (n-m-1), а общая сумма квадратов отклонений  2)( yy −∑ - на число 
степеней свободы в целом  по совокупности (n-1). 

Формула скорректированного индекса множественной 
детерминации имеет вид: 

                )))1(:)(/)1(:)ˆ(((1 222 −−∑−−−∑−= nyymnyyR       
где m – число параметров при переменных x; 
n – число наблюдений; 
Поскольку ,1)(/)ˆ( 222 Ryyyy −=−∑−∑  то величину скорректированного 

индекса детерминации можно представить в виде  
             )))1/()1)((1((1 22 −−−−−= mnnRR  (3.18)  
Чем больше величина m, тем сильнее различия 2R  и R2. 
Как было показано выше, ранжирование факторов, участвующих в 

множественной регрессии, может быть проведено через 
стандартизированные коэффициенты регрессии. Эта же цель может быть 
достигнута с помощью частных коэффициентов корреляции – для 
линейных связей. При нелинейной  взаимосвязи исследуемых  признаков 
эту функцию выполняют частные индексы детерминации. Кроме того, 
частные показатели корреляции широко используются при решение 
проблемы отбора факторов: 

Целесообразность включения того или иного фактора в модель 
доказывается величиной показателя частной корреляции. 

Частные коэффициенты корреляции характеризуют тесноту связи 
между результатом и соответствующем фактором при устранения влияния 
других факторов, включенных в уравнение регрессии. 

Показатели частной корреляции представляют собой отношение 
сокращения остаточной дисперсии за счет дополнительного включения  в 
анализ нового фактора к остаточной дисперсии, имевший место до 
введения ее в модель. 

Если выразить остаточную дисперсию через показатель 
детерминации                                     то формула коэффициента частной 
корреляции  примет вид 

 
 ))1/()1((1))/(1()/)(( 2

2
2

21
2

2
2

21
2

2
2

21
2

221 yxxyxyxxyxyxxyxyxxyx rRSSSSSr −−−=−=−=   

Соответственно                       ))1/()1(1( 2
1

2
2112 yxxyxxyx rRr −−−=   

Рассмотренные  показатели частной корреляции принято называть 
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коэффициентами частной корреляции первого порядка, ибо они 
фиксируют тесноту связи двух переменных при закреплении одного 
фактора. 

Если рассматривается регрессия с числом факторов p, то возможны 
частные коэффициенты корреляции не только первого порядка, но и 
второго, третьего, …, (p-1) порядка, т.е. влияние фактора x1  можно 
оценить при разных условиях независимости действия других факторов  

      21xyxr - при постоянном действии фактора x2 , 

     321 xxyxr  - при постоянном действии факторов x2 и x3, 

    xpxyxr ...21  - при постоянном действии всех факторов, включенных в 
уравнение регрессии. 

Сопоставление коэффициентов частной корреляции разного порядка 
по мере увеличения числа включаемых факторов показывает процесс 
очищения зависимости результативного признака с исследуемым 
фактором. 

Например, при изучение зависимости  себестоимости добычи угля от 
объема добычи парный коэффициент парный коэффициент корреляции 
оказался равным -0.75, характеризуя довольно тесную связь признаков. 
Частный коэффициент корреляции этой зависимости при постоянном 
влиянии уровня производительности труда составил -0.58 и 
демонстрирует хотя и достаточную, но уже заметно менее тесную связь 
себестоимости и объема добычи. Закрепив на постоянном уровне также и 
размер основных фондов, теснота связи рассматриваемых признаков 
оказывается еще более низкой, т.е. -0.52. 

Хотя частная корреляция разных порядков и может представить 
аналитический интерес, в практических исследованиях предпочтение 
отдают показателям частной корреляции самого высокого порядка, ибо 
именно эти показатели являются дополнением  к уравнению 
множественной. 

В общем виде при наличии p факторов для уравнения  
                           Y=a+b1x1+b2x2+…+bpxp+ε        
Коэффициент частной корреляции, измеряющий влияние на у 

фактора xi  при неизменном уровне других факторов, можно определить 
по формуле 

)1/()1((1 2
...11...21

2
......21...11...21 xpxixixyxxpxixyxxpxixixyx RRr +−+− −−−=  2

......21 xpxixyxR - 

множественный коэффициент детерминации всего комплекса p факторов с 
результатом, 

 2
....11...21 xpxixixyxR +−  - тот же показатель детерминации, но без введения в 

модель фактора xi . 
При i=1 формула коэффициента частной корреляции примет вид 
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Ryx1x2…xp= ))1/()1(1( 2
...2

2
...21 xpyxxpxyx RR −−−    Данный коэффициент частной 

корреляции позволяет измерить тесноту связи между y  и  x1    при 
неизменном уровне всех других факторов, включенных в уравнение 
регрессии. 

Порядок частного коэффициента корреляции определяется 
количеством фокторов, влияние которых исключается. Например 2

.21xyxr  - 
коэффициент частной корреляции первого порядка. Соответственно 
коэффициенты парной корреляции называются коэффициентами нулевого 
порядка. Коэффициенты частной корреляции более низких порядков по 
рекуррентной формуле. 

=xpxyxixr ...21 ( ))1)(1((/))(( 2
1...21

2
1...211...211...211...21 −−−−− −−− xpxxixpxxpxyxpxxpxxixpxxpxyxpxxpxyxix rrrrr )   

При двух факторах  и i=1 данная формула примет вид 
))1)(1((/()( 2

21
2

221121 xxyxxyxyxxyx rrrrr −−−=         

Соответственно при i=2 и двух факторах частный коэффициент 
корреляции y с фактором x2 можно определить по формуле 

))1)(1((/)( 2
21

2
1211212 xxyxxxyxyxxyx rrrrrr −−−=      

Для управления регрессии с тремя факторами частные 
коэффициенты корреляции второго порядка определяется на основе 
частных коэффициентов  

Корреляции первого порядка. Так, по уравнению  
       Y=a+b1x1+b2x2+b3x3+ε  
Возможно исчисление трех частных коэффициентов корреляции 

второго порядка  
               rx1x2x3; ryx2x1x3; ryx3x1x2;  
каждый из которых определяется по рекуррентной формуле. 
Например, при i=1 имеем формулу для расчета  ryx1x2x3,а именно  
 
                            ))1)(1((/)( 2

231
2

232312321321 xxxxyxxxxxyxxyxxxyx rrrrrr −−−=    

Значимость уравнения множественной регрессии в целом, так же как  
и в парной регрессии, оценивается с помощью F-критерия Фишера: 

                           ,
1

1 2

2

m

mn

R

R

D

D
F

ост

факт −−⋅
−

==                        

Где Dфакт - факторная сумма квадратов на одну степень свободы; 
       Dост –  остаточная сумма  квадратов на одну степень свободы; 
       R2 –  коэффициент(индекс множественной детерминации; 
        m – число параметров при переменных x ( в линейной регрессии 

совпадает с числом включенных в модель факторов); 
        n - число наблюдений. 
Оценивается значимость не только уравнения в целом, но и фактора, 
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дополнительно включенного в регрессионную модель. Необходимость 
такой оценки связана с тем, что не каждый фактор, вошедший в модель, 
может существенно увеличивать долю объясненной вариации 
результативного признака. Кроме того, при наличии в модели нескольких 
факторов они могут вводиться в модель в разной последовательности. 
Ввиду корреляции между факторами значимость одного и того же 
фактора может быть разной в зависимости от последовательности его 
введения в модель. Мерой для оценки включения фактора в модель 
служит частный F-критерий, т.е. xiF . 

Частный F-критерий построен на сравнении прироста факторной 
дисперсии, обусловленного влиянием дополнительно включенного 
фактора, с остаточной дисперсией на одну степень свободы по 
регрессионной модели в целом. Предположим, что оцениванием 
значимость влияния 1x как дополнительно включенного в модель фактора. 
Используем следующую формулу:  

,
1

1

1 ...

2
......

2

21

221

1

−−⋅
−

−
= mn

R

RR
F

p

pp

xxyx

xyxxxyx

x  

Где −2
...21 pxxyxR коэффициент множественной детерминации для модели 

с полным набором факторов; 
−pxyxR ...

2
2 тот же показатель, но без включения в модель фактора 1x ; 

n-число наблюдений; 
m-число параметров в модели(без свободного члена). 
 Если оцениваем значимость влияния фактора px после включения в 

модель факторов ,1,...,2,1 −pxxx то формула частного F-критерия примет вид: 

                   
1

1

1 2
......

2
......

2

1

12121 −−⋅
−

−
= − mn

R

RR
F

ip

pp

p

xxyx

xxyxxxyx

x  

В общем виде для ix частный F-критерий определится как  

1

1

1 ......
2

...11...
22

......

1

11 −−⋅
−

−
=

+− mn

R

RR
F

pi

ppi

i
xxyx

xxixiyxxxyx

x              

В числителе формул показан прирост доли объясненной вариации y  
за счет дополнительного включения в модель соответствующего фактора:    

               −−
pp xyxxxyx RR ....

2

221         прирост за счет ix  ; 

              
12121 .... −

−
pp xxyxxxyx RR   -за счет px ;                        

−− +− pjjp xxxyxxxjyx RR ...11......... за счет jx . 

В знаменателе доля остаточной вариации по регрессионной модели, 
включающей полный набор факторов. Если числитель и знаменатель XJF  
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умножить на 
2

)(∑
−

− yy  или, что, то же самое, на yn 2σ⋅ , то получим 
соотношение прироста факторной (объясненной) суммы квадратов 
отклонений к остаточной сумме квадратов. Чтобы получить величину F-
критерия, необходимо эти суммы квадратов отклонений разделить на 
соответствующее число степеней свободы. Так как прирост факторной 
суммы квадратов отклонений обусловлен дополнительным включением в 
модель одного исследуемого фактора (например, 1x или px ), то число 
степеней свободы для него равно: 11 =df . Для остаточной суммы квадратов 
отклонений регрессионной модели число степеней свободы, как уже было 
рассмотрено ранее, равно: 12 −−= mndf . Соотношение числа степеней 

свободы приведено в формуле частного F-критерия в виде дроби: 
1

1−− mn . 

         Фактическое значение частного F-критерия сравнивается с 
табличным при 5%-ном или 1%-ном уровне значимости и числе степеней 
свободы: 1 и n-m-1 . Если фактическое значение ),( 2,1 dfdfFòàáë α , то 
дополнительное включение фактора ix  в модель статистически 
оправданно и коэффициент чистой регрессии ib  при факторе ix  
статистически значим. Если же фактическое значение xjF  меньше 
табличного, то дополнительное включение в модель фактора ix  не 
увеличивает существенно долю объясненной вариации признака y, 
следовательно, нецелесообразно его включение в модель; коэффициент 
регрессии при данном факторе в этом случае статистически незначим. 

        С помощью частного F-критерия можно проверить значимость 
всех коэффициентов регрессии в предложении, что каждый 
соответствующий фактор ix  вводится в уравнение множественной 
регрессии последним. 

Частный F-критерий оценивает значимость коэффициентов чистой 

регрессии. Зная величину 
i

x
F

 , можно определить и  t- критерий для 

коэффициента регрессии при i-том факторе, 
ii

xb
Ft = ,  именно : 

ii
xb

Ft =  

 
Если уравнение содержит больше двух факторов, то 

соответствующая программа РС дает таблицу дисперсионного добавления 
к уравнению регрессии соответствующего фактора. Так, если 
рассматривается уравнение 

                  ε+⋅+⋅+⋅+= 332211 xbxbxbay  , 
То определяются последовательно F-критерий для уравнения с 

одним фактором 1x ,далее F-критерий для дополнительного включения в 
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модель фактора 2x ,   
т.е. для перехода от однофакторного уравнения регрессии к 

двухфакторному, и , наконец, F-критерий для дополнительного включения 
в модель фактора 3x     после включения в модель факторов 1x   и 2x .Вэтом 
случае F-критерий для дополнительного включения фактора 2x после 

1x является последовательным в отличие от f-критерия для 
дополнительного включения в модель фактора 3x ,который является 
частным F-критерием, ибо оценивает значимость фактора в 
предположении, что он включен в модель последним. С t-критерием 
Стьюдента связан именно частный F-критерий. Последовательный F-
критерий может интересовать исследователя на стадии формирования 
модели. 

  Оценка значимости коэффициентов чистой регрессии по t-
критерию Стьюдента может быть проведена и без расчета частных F-
критериев.В этом случае, как и в парной регрессии, для каждого фактора 
используется формула 

                            
i

i

b

i
b m

b
t =  

Где −ib коэффициент чистой регрессии при факторе ix ; 

ibm -средняя квадратическая ошибка коэффициента регрессии ib  
    
 

 
Тема 8.Модели временных рядов 

 
Временной ряд состоит из последовательности равномерно 

распределенных во времени (с интервалом в неделю, месяц, квартал и т.д.) 
данных. Прогнозирование некоторого показания с использованием 
временных рядов основывается на том, что будущее знание показателя 
находится в зависимости только от его прошлых знаний, а другие 
параметры, какими бы потенциально изменчивыми они ни были, 
игнорируются. Анализ временных рядов означает разложение данных на 
компоненты, а затем проектирование их на будущее. Обычно временные 
ряды имеют следующие компоненты: тренд, сезонность, циклы, 
случайные отклонения. 

1. Тренд (Т)- это количественная характеристика, 
постепенный рост или уменьшение данных во времени. 

2. Сезонность (S)- это количественная характеристика 
данных, повторяющаяся после определенного числа дней, недель, 
месяцев или кварталов. 
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3. Циклы (C)- это фрагменты данных, которые повторяются 
каждые несколько периодов времени (лет, месяцев, недель, дней). 
Обычно они связаны с циклами деловой активности и имеют 
существенное значение в краткосрочном планировании. 

4. Случайные отклонения (Е)- это «всплески» в данных 
вызванные случайными и необычными ситуациями. 
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Различают следующие методы, используемые для анализа 

временных рядов: 
1) наивный подход 
2) скользящие средние 
3) экспоненциальное сглаживание 
4) проектирование тренда. 

Наивный подход. Наиболее просто получить прогноз спроса можно, 
если предположить, что спрос на телефоны в январе составил 68 штук, мы 
можем предположить, что в феврале он составит 68 штук. Есть ли в этом 
смысл? Оказывается, что при прогнозировании спроса на некоторые 
продукты этот наивный подход является наименее дорогостоящий и 
достаточно объективной моделью. Ее можно, по крайней мере, считать 
отправной точкой для других, более сложных моделей. 

Скользящие средние. Скользящие средние оказываются полезными в 
том случае, если рыночный спрос будет мало изменяется во времени. 

Например, скользящая средняя за три месяца определяется простым 
суммированием спроса за последние три месяца и делением полученной 
величины на 3. После каждого прошедшего месяца спрос в последний 
месяц прибавляется к сумме спроса в предыдущие два месяца, а более 
ранний месяц уже не учитывается.  

Можно построить эконометрическую модель, используя два типа 
исходных данных: 

1) данные, характеризующие совокупность различных 
объектов в определенный момент (период) времени; 

2) данные, характеризующие один объект за ряд 
последовательных моментов. 

С
пр

ос
 н

а 
пр

од
ук

т 

1 2 3 4 
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Модели,  построенные по данным первого типа, называются 
пространственными моделями.  Модели, построенные на основе второго 
типа данных, называются моделями временных рядов.  

Временной ряд- это совокупность значений какого-либо показателя 
за несколько последовательных моментов или периодов времени. Каждый 
уровень временного ряда формируется под воздействием большого числа 
факторов, которые условно можно подразделить на три группы: 

1) факторы, формирующие тенденцию ряда; 
2) факторы, формирующие циклические колебания ряда; 
3) случайные факторы. 

В различных сочетаниях в изучаемом явлении или процессе этих 
факторов зависимость уровней ряда от времени может принимать 
различные формы. 

Во-первых, большинство временных рядов экономических 
показателей имеют тенденцию, характеризующую совокупное 
долговременное воздействие множества факторов на динамику 
изучаемого показателя. Очевидно, эти факторы, взятые в отдельности, 
могут оказывать разнонаправленное воздействие на исследуемый 
показатель. Однако в совокупности они формируют его возрастающую 
или убывающую тенденцию. 

Во-вторых, изучаемый показатель может быть подвержен 
циклическим колебаниям. Эти колебания могут носить сезонный 
характер, поскольку экономическая деятельность ряда отраслей 
экономики зависит от времени года (например, цены на 
сельскохозяйственную продукцию в летний период выше, чем в зимний, 
уровень безработицы в курортных городах в зимний период выше по 
сравнению с летним). При наличии больших массивов за длительные 
промежутки времени можно выявить циклические колебания, связанные с 
общей динамикой конъектуры рынка, а также с фазой - бизнес цикла, в 
котором находится экономика страны. 
  
       yt                                                                                                               yt 
                                                                                                                                                                                                                         

 
 
       0                         t                                              0                              t 

 
 
Некоторые временные ряды не содержат тенденции и циклические 

компоненты, а каждый следующий их уровень образуется как сумма 
среднего уровня ряда и некоторой (положительной или отрицательной) 
случайной компоненты. 
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Очевидно, что реальные данные не следуют целиком и полностью, 
из каких либо описанных выше моделей. Чаще всего они содержат все три 
компоненты. 

В большинстве случаев фактический уровень временного ряда 
можно представить как сумму или произведение трендовой, циклической 
и случайной компонент. Модель, в которой временной ряд представлен 
как сумма перечисленных, компонент называется аддитивной моделью 
временного ряда: 

y=T+S+E 
Модель, в которой временной ряд представлен как произведение 

перечисленных компонент, называется мультипликативной моделью 
временного ряда: 

y=T*S*E 
Основная задача эконометрического исследования отдельного 

временного ряда- выявление и придание количественного выражения 
каждой из перечисленных выше компонент с тем, чтобы использовать 
полученную информацию для прогнозирования будущих значений ряда 
или при построении моделей взаимосвязи двух или более временных 
рядов. 

         T-трендовая компонента 
         S-сезонная компонента 
         E-случайная компонента 
 
Одним из наиболее распространенных способов моделирования 

тенденции временного ряда является построение аналитической функции, 
характеризующей зависимость уровней ряда о времени и тренда. Этот 
способ называют аналитическим выравниванием временного ряда. 

Поскольку зависимость от времени может принимать разные формы, 
для ее формализации можно использовать различные виды функций. Для 
построения трендов чаще всего применяются следующие функции: 

- линейный тренд:   yt=a+b*t 
- гипербола:    yt=a+b/t 
- экспоненциальный тренд:   yt=aa+b*t 

- тренд в форме степенной функции:   yt=a*tb 

- парабола второго или более важных порядков:    
yt=a+b1*t+b2*t

2+…+bk*t
k  

Параметры каждого из перечисленных выше трендов можно 
определить обычным МНК, используя в качестве независимой 
переменной время t=1,2,-,n, а в качестве независимой переменной – 
фактические уровни временного ряда yt. Для нелинейных трендов 
предварительно проводят стандартную процедуру их линеаризации. 

Существует несколько способов определения типа тенденций. 
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Наиболее распространенный – качественный анализ изучаемого процесса, 
построение и визуальный анализ графика зависимости уровней ряда от 
времени, расчет основных показателей динамики. В этих целях можно 
использовать и коэффициенты автокорреляции уровней ряда. Если 
временной ряд имеет линейную тенденцию, то его соседние уровни yt и yt-

1 тесно коррелируют. 
Выбор наилучшего уравнения, в случае если ряд содержит 

нелинейную тенденцию, можно осуществить путем перебора основных 
форм тренда, расчета по каждому уравнению скорректированного 
коэффициента детерминации R2 и выбора Уравнения тренда с 
максимальным значением скорректированного коэффициента 
детерминации. Реализация этого метода относительно проста при 
компьютерной обработке данных. 

 
Задача. Расчет параметров тренда. 
 

Имеются помесячные данные о темпах роста номинальной 
заработной платы в РФ за 10 месяцев 1999г. в процентах к уровню 
декабря 1998г. Требуется выбрать наилучший тип тренда и определить его 
параметры. 

 
Темпы роста номинальной заработной платы  

за 10 месяцев 1999 г., % к уровню декабря 1998г. 
 

Месяц 
Темпы роста 

номинальной месячной 
заработной платы 

Месяц 
Темпы роста 

номинальной месячной 
заработной платы 

ЯНВАРЬ 
ФЕВРАЛЬ 
МАРТ 
АПРЕЛЬ 
МАЙ 

82,9 
87,3 
99,4 
104,8 
107,2 

ИЮНЬ  
ИЮЛЬ 
АВГУСТ 
СЕНТЯБРЬ 
ОКТЯБРЬ 

121,6 
118,6 
114,1 
123,0 
127,9 

 
   Построим график данного временного ряда: 
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yt 

                                                                                                                                                 
150 
 
 
 
 

 
100 
 
 
 

 
  50 
 
 

             1              2              3              4              5               6               7              8              9             10        t 
   
 
 
На графике наглядно видно наличие возрастающей тенденции. 

Возможно существование линейного тренда. 
Для выявления наилучшего уравнения тренда определим параметры 

основных видов трендов. 
 
 

  Тип тренда Уравнение R2 R-2 

Линейный 
 

yt=82,66+4,72t 
(0,595) 

0,887 0,873 

Парабола второго 
порядка 

yt=72,9+9,599t-0,444t2 
(2,11) (0,187) 

0,973 0,920 

Степенной 
 

ln yt=4,39+0,193ln t 
(0,017) 

0,939 0,931 

Экспоненциальный 
 

ln yt=4,43+0,045t 
(0,006) 

0,872 0,856 

Гиперболический 
 

yt=122,57-47,63/t 
(8,291) 

0,758 0,728 

 
Согласно этим данным наилучшей является степенная форма тренда. 

В исходном виде это уравнение выглядит следующим образом: 
yt=e4,39*t 0,193 
          или                                                 R2=1-(1-R2)*(n-1)/(n-m-1) 
yt=80,32*t0,193 
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Тема 9.Моделирование сезонных и циклических колебаний 
Лекция №11 

 
Моделирование сезонных и циклических колебаний. 

Существует несколько подходов к анализу структуры временных 
рядов, содержащих сезонные или циклические колебания. Простейший 
подход – расчет значений сезонной компоненты методом скользящей 
средней и построение аддитивной или мультипликативной модели 
временного ряда. 

Выбор одной из двух моделей осуществляется на основе анализа 
структуры сезонных колебаний. Если амплитуда колебаний 
приблизительно постоянна, строят аддитивную модель временного ряда, в 
которой значение сезонной компоненты предполагается постоянным для 
различных циклов. Если амплитуда сезонных колебаний возрастает или 
уменьшается, строят мультипликативную модель временного ряда, 
которая ставит уровни ряда в зависимости от значений сезонной 
компоненты. 

Построение аддитивной и мультипликативной модели сводится к 
расчету значений T, S, E для каждого уровня ряда. 

Процесс построения модели включает в себя следующие шаги: 
1. Выравнивание исходного ряда методом скользящей 

средней; 
2. Расчет значений сезонной компоненты; 
3. Устранение сезонной компоненты из исходных уровней 

ряда и получение выровненных данных (T+E) в аддитивной или 
(T*E) в мультипликативной модели; 

4. Аналитическое выравнивание уровней (T+E) или (T*E) и 
расчет значений T с использованием полученного уравнения 
тренда; 

5. Расчет полученных по модели значений (T+S) или (T*S); 
6. Расчет абсолютных или относительных ошибок. 

Продемонстрируем это на задаче. 
Задача 1. Построение аддитивной модели временного ряда. 
Рассмотрим данные об объеме потребления электроэнергии 

жителями района за последние четыре года, млн. кВт 
 
t yt yt-1 yt-2 yt-3 yt-4 

1 
2 
3 
4 
5 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 

- 
6.0 
4.4 
5.0 
9.0 

- 
- 

6.0 
4.4 
5.0 

- 
- 
- 

6.0 
4.4 

- 
- 
- 
- 

6.0 
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6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 
7.0 
10.8 

 

7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 
7.0 

9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 

 

5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 

 

4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 

 
                     Нанесем эти значения на график. 
 
      yt 

 
   12 
   
   10  
 
     8 
 
    6 
 
     4 
 
     2 
  
   
    1    2     3     4      5      6      7     8      9      10   11    12    13   14    15    16
 
t 
                  Время, квартал 

                              
Можно сделать вывод, что данный временной ряд содержит 

сезонные колебания периодичностью 4. Объемы потребления 
электроэнергии в осенне-зимний период выше, чем весной и летом (2 и 3 
квартал). По графику этого ряда можно установить наличие 
приблизительно ровной амплитуды колебаний. Это свидетельствует о 
возможности существований в ряде аддитивной модели. Рассчитаем ее 
компоненты. 

Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом 
скользящей средней. Для этого: 

П
от

ре
бл

ен
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 э
ле

кт
ро

эн
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ги
и 
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1) просуммируем уровни ряда последовательно за 
каждые 4 квартала со сдвигом на один момент времени и 
определим условные годовые объемы потребления 
электроэнергии (гр. 3 таб.). 

2) Разделив полученные суммы на 4, найдем 
скользящие средние (гр. 4 таб.). Отметим, что полученные 
таким образом выровненные значения уже не содержат 
сезонной компоненты; 

3) Приведем эти значения в соответствии с 
фактическими моментами времени, для чего найдем средние 
значения из двух последовательных скользящих средних- 
центрированные скользящие средние. 

 
№ 

квартала 
t 

Потребление 
электроэнер-

гии yt 

Итого за 
четыре 

квартала 

Скользящая 
средняя за 

четыре 
квартала 

Центрирован-
ная скользя-
щая средняя 

Оценка 
сезонной 

компоненты 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 
7.0 
10.8 

 
- 

24.4 
25.6 
26.0 
27.0 
28.0 
28.8 
29.6 
30.0 
31.0 
32.0 
33.0 
33.6 
33.4 

 
 

 
- 

6.10 
6.40 
6.50 
6.75 
7.00 
7.20 
7.40 
7.50 
7.75 
8.00 
8.25 
8.40 
8.35 

 
- 
- 

6.250 
6.450 
6.625 
6.875. 
7.100 
7.300 
7.450 
7.625 
7.875 
8.125 
8.325 
8.375 

 
- 
- 

-1.250 
2.550 
0.575 
-2.075 
-1.100 
2.700 
0.550 
-2.025 
-1.475 
2.875 
0.675 
-1.775 

 

      
      Шаг 2.  Найдем оценки сезонной компоненты как разность 

между фактическими уровнями ряда и центрированными скользящими 
средними (гр. 6 таб.). Используем эти оценки для расчета значений 
сезонной компоненты S. Для этого найдем средние за каждый квартал (по 
всем годам) оценки сезонной компоненты Si. В моделях сезонной 
компонентой обычно предполагается, что сезонные воздействия за период 
взаимопогашаются. В аддитивной модели это выражается в том, что 
сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам должны были 
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равны нулю. 
 

Расчет значений сезонной компоненты в аддитивной модели. 
  

Показатели Год № квартала 
1 2 3 4 

 1 
2 
3 
4 
 

- 
0,575 
0,550 
0,675 

- 
-2,075 
-2,025 
-1,775 

-1,250 
-1,100 
-1,475 

- 

2,550 
2,700 
2,875 

- 
 

Итого за i-ый квартал (за 
все годы) 

 1.800 
 

-5.875 
 

-3.825 8.125 

Средняя оценка 
сезонной компоненты 
для i-го квартала, Si 

 0.600 -1.958 -1.275 2.708 

Скорректированная 
сезонная компонента Si 

 0.581 1.977 -1.294 2.690 

 
  Для данной модели имели 
              0,6-1,958-1,275+2,708=0,075 
Определим корректирующий коэффициент: 
              k=0,075/4=0,01875 
Рассчитаем скорректированные значения сезонной компоненты как 

разность между ее средней оценкой и корректирующим коэффициентом k:  
              Si=Si-k          i=1,4 
 
Проверим условие равенства нулю суммы значений сезонной 

компоненты 
              0,581-1,977-1,294+2,690=0 
Таким образом, получены следующие значения сезонной 

компоненты 
I. кв: S1=0,581 

II. кв: S2=-1,977 
III.  кв:S3=-1,294 
IV. кв:S4=2,690 

Занесем полученные значения в таблицу 2 для соответствующих 
кварталов каждого года. 

Шаг 3. Эмитируем  влияние сезонной компоненты, вычитая е 
значение из каждого уровня исходного временного ряда. Получим 
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величины T+E=Y-S. Эти значения рассчитываются за каждый момент 
времени и содержат только тенденцию и случайные компоненты. Расчет 
выровненных значений T и  ошибок E в аддитивной модели. 

 
t yt Si T+E=yi-Si T T+S E=yi-(T+S) E2 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

6,0 
4,4 
5,0 
9,0 
7,2 
4,8 
6,0 
10,0 
8,0 
5,6 
6,4 
11,0 
9,0 
6,6 
7,0 
10,8 

0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 
0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 
0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 
0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 

5,419 
6,337 
6,294 
6,310 
6,619 
6,777 
7,294 
7,310 
7,419 
7,577 
7,694 
8,310 
8,419 
8,577 
8,294 
8,110 

5,902 
6,088 
6,275 
6,461 
6,648 
6,834 
7,020 
7,207 
7,393 
7,580 
7,766 
7,952 
8,139 
8,325 
8,519 
8,698 

6,483 
4,111 
4,981 
9,151 
7,229 
4,857 
5,727 
9,896 
7,976 
5,603 
6,472 
10,642 
8,720 
6,348 
7,218 
11,388 

-0,483 
0,289 
0,019 
-0,151 
-0,029 
-0,057 
0,273 
0,104 
0,026 
-0,030 
-0,072 
0,358 
0,280 
0,252 
-0,218 
-0,588 

0,2333 
0,0835 
0,0004 
0,0228 
0,0008 
0,0032 
0,0745 
0,0108 
0,0007 
0,0009 
0,0052 
0,1282 
0,00784 
0,0635 
0,0475 
0,3457 

 
Шаг 4.  Определим компоненту T данной модели. Для этого 

проведем аналитическое выравнивание ряда (T+E) с помощью линейного 
тренда. Результат аналитического выравнивания будет следующим 

Константа 5,715416 
Коэффициент регрессии 0,186421 
Стандартная ошибка коэффициента регрессии  0,015188 
R-квадрат 0,914971 
Число наблюдений число степеней свободы 16 
Число степеней свободы 14 
  
 Т.о., имеем следующий линейный тренд: 
                                 T=5,715+0,186*t 
Подставляя в это уравнение значения t=1,…,16  найдем уровни T для 

каждого момента времени гр.5ю 
График уравнения тренда: см. стр. 
Шаг 5.  Найдем значения уровней ряда полученные на аддитивной 

модели. Для этого прибавим к уровням T значения сезонной компоненты 
для соответствующих кварталов. 

Шаг 6.  В соответствии с методикой построения аддитивной модели 
расчет ошибки производится по формуле  E=Y-(T+S).  
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Это абсолютная ошибка. Численные значения абсолютных ошибок 
приведены в гр.7. По аналогии с моделью регрессии для оценки качества 
построения модели или для выбора наилучшей модели можно применять 
сумму квадратов полученных абсолютных ошибок. Для данной 
аддитивной модели сумма квадратов абсолютных ошибок равна 1,10. По 
отношению к общей сумме квадратов отклонений уровней ряда от его 
среднего уровня, равной 71,59, эта величина составляет чуть больше 1,5%  
:                                                                      

(1-1,10/71,59)*100=1,536. 
Следовательно, можно сказать, что аддитивная модель объясняет 

98,5% общей вариации уровней временного ряда потребления 
электроэнергии за последние 16 кварталов. 

         
      Задача 2. Прогнозирование по аддитивной модели. 
Предположим, по данным задачи 1 требуется дать прогноз 

потребления электроэнергии жителями района в течение первого 
полугодия ближайшего следующего года. 

Прогнозное значение Ft уровня временного ряда в аддитивной 
модели в соответствии с соотношением Y=T+S+E есть сумма трендовой и 
сезонной компонент. 

Объем электроэнергии, потребленной в течение первого полугодия 
ближайшего следующего, т. е. пятого, года, рассчитывается как сумма 
объемов потребления электроэнергии в I и во II кварталах пятого года, 
соответственно F17 и F18. Для определения ендовой компоненты 
воспользуемся уравнением тренда. 

Tt= 5,715+ 0,186*t. 
 
Получим: 
                                        T17=5,715 + 0,186*17 =8,877; 

T18 = 5,715 + 0,186*18 = 9,063. 
 

Значения сезонной компоненты равны: S1 = 0,581 (1 квартал);  
S2= -1,977 (II квартал).   
 Таким образом, 
 

F17 = T17 + S1= 8,877 + 0,581 = 9,458; 
FI8 = T18 +S2 = 9,063 - 1,977 = 7,086. 

 
   Прогноз объема потребления электроэнергии на первое полугодие 

ближайшего следующего (пятого) года составит: 
 

(9,458 + 7,086) = 16,544 млн. кВт  ч. 
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Задача 3. Построение мультипликативной модели временного 

ряда. 

 Пусть имеются поквартальные данные о прибыли компании 
последние  

четыре года  
 
Прибыль компании, тыс. долл. США 

Таблица  

                           
Квартал 

    
год 
 

 
I 
 
 

 
II 
 
 

 
III 
 

 
IV 
 
 

            1 
 

72 
 

100 
 

90 
 

64 
           2 

 
70 

 
92 

 
80 

 
58 

            3 
 

62 
 

80 
 

68 
 

48 
            4 

 
52 

 
60 

 
50 

 
30 

  
График данного временного ряда свидетельствует о наличии сезонных 

колебаний (период колебаний равен 4) и общей убывающей тенденции 
уровней ряда. Прибыль компании в весенне-летний период выше, чем в 
осенне-зимний период. Поскольку амплитуда сезонных колебаний 
уменьшается, можно предположить существование мультипликативной 
модели. Определим ее компоненты. 

  
                       
 

   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16   Время, квартал 

Рис.  Прибыль компании 
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Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда 
методом скользящей средней. Методика, применяемая на этом шаге, 
полностью совпадает с методикой аддитивной модели. Результаты 
расчетов оценок сезонной компоненты представлены в табл.  

    Расчет оценок сезонной компоненты в мультипликативной модели 

№ 
квартала 

t 
 

Прибыль 
компании, 

Yt 

 

Итого за 
четыре 
квартала 
 

Скользящая 
средняя за 
четыре 
квартала 
 

Центрированная 
скользящая 
средняя 
 

Оценка 
сезонной 
компоненты 
 

1 2 3 4 5 6 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

72 
100 
90 
64 
70 
92 
80 
58 
62 
80 
68 
48 
52 
60 
50 
30 

— 
326 
324 
316 
306 
300 
292 
280 
268 
258 
248 
228 
210 
192 
— 
— 

 

— 
81,5 
81,0 
79,0 
76,5 
75,0 
73,0 
70,0 
67,0 
64,5 
62,0 
57,0 
52,5 
48,0 
— 
— 
 

— 
— 

81,25 
80,00 
77,75 
75,75 
74,00 
71,50 
68,50 
65,75 
63,25 
59,50 
54,75 
50,25 

— 
— 
 

— 
— 

1,108 
0,800 
0,900 
1,215 
1,081 
0,811 
0,905 
1,217 
1,075 
0,807 
0,950 
1,194 

— 
— 
 

 
Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как частное от деления 

фактических уровней ряда на центрированные скользящие средние . 
Используем эти оценки для расчета значений сезонной компоненты  S . 
Для этого найдем средние за каждый квартал оценки сезонной 
компоненты Si . Взаимопогашаемость сезонных воздействий в 
мультипликативной модели выражается в том, что сумма значений 
сезонной компоненты по всем кварталам должна быть равна числу 
периодов в цикле. В нашем случае число периодов одного цикла (год) 
равно 4 (четыре квартала). 

Таблица  
Расчет сезонной компоненты в мультипликативной модели 
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Показатели 
 

Год 
 
 

№ квартала, i 
I 
 

II 
 

III 
 

IV 
 

 
 
 
 
 

1 
 

_ 
 

_ 
 

1,108 
 

0,800 
 

2 
 

0,900 
 

1,215 
 

1,081 
 

0,817 
 

3 
 

0,905 
 

1,217 
 

1,075 
 

0,807 
 

4 
 

0,950 
 

1,194 
 

— 
 

— 
 

Итого за i-й квартал   
     (за все годы) 
 

 
 
 

 
2,755 

 

 
3,626 

 

 
3,264 

 

 
2,424 

 
Средняя оценка сезон- 
ной компоненты для i-го 
-квартала, Si  
 

 
 
 
 

 
 

0,918 
 

 
 

1,209 
 

 
 

1,088 
 

 
 

0,808 
 

Скорректированная се- 
зонная компонента, St 
 

 
 
 

 
0,913 

 

 
1,202 

 

 
1,082 

 

 
0,803 

 

 
     Имеем: 

0,918+ 1,209 + 1,088 + 0,808 = 4,023. 
 

     Определим корректирующий коэффициент:  
k = 4/4,023 = 0, 9943. 

     Определим скорректированные значения сезонной компоненты, 
умножив ее средние оценки на корректирующий коэффициент k. 

Si = kiS *
r

, где i=1:4.         
Проверим условие равенства 4 суммы значений сезонной 

компоненты: 
0,913+ 1,202+ 1,082 + 0,803=4. 

Получим следующие значения сезонной компоненты: 
I. квартал : S1=0,913 ; 

II. квартал : S2=1,202 ; 
III.  квартал : S3=1,082 ; 
IV. квартал : S4=0,803 . 

  
             Занесем полученные значения в табл.  для соответствующих кварталов  

каждого года . 

Шаг 3. Разделим каждый уровень исходного ряда на соответ-
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ствующие значения сезонной компоненты. Тем самым мы получим 

величины. Т • Е = Y: S (гр. 4 табл. ), которые содержат только тенденцию 

и случайную компоненту. 

Расчет выравненных значений T  и ошибок  Е мультипликативной  модели 
 

t 
 

Yt 
 

Si 
 

Т·Е =Yt/ St 

 
Т 
 

T-S 
 

Е=У,:(T-S) 
 

Е=У,-(T-S) 
 

(E)2 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 
 

6 
 

7 
 

8 
 

9 
 1 72 

 
0,913 
 

78,86 
 

87,80 
 

80,16 
 

0,898 
 

-8,16 
 

66,66 
 2 

 
100 
 

1,202 
 

83,19 
 

85,03 
 

102,20 
 

0,978 
 

-2,20 
 

4,86 
 3 

 
90 
 

1,082 
 

83,18 
 

82,25 
 

89,00 
 

1,011 
 

1,00 
 

1,00 
 4 

 
64 
 

0,803 
 

79,70 
 

79,48 
 

63,82 
 

1,003 
 

0,18 
 

0,03 
 5 

 
70 
 

0,913 
 

76,67 
 

76,70 
 

70,03 
 

1,000 
 

-0,03 
 

0,00 
 6 

 
92 
 

1,202 
 

76,54 
 

73,93 
 

88,86 
 

1,035 
 

3,14 
 

9,85 
 7 

 
80 
 

1,082 
 

73,94 
 

71,15 
 

76,99 
 

1,039 
 

3,01 
 

9,08 
 8 

 
58 
 

0,803 
 

72,23 
 

68,38 
 

54,91 
 

1,056 
 

3,09 
 

9,57 
 9 

 
62 
 

0,913 
 

67,91 
 

65,60 
 

59,90 
 

1,035 
 

2,10 
 

4,43 
 10 

 
80 
 

1,202 
 

66,56 
 

62,83 
 

75,52 
 

1,059 
 

4,48 
 

20,0 
 11 

 
68 
 

1,082 
 

62,85 
 

60,05 
 

64,98 
 

1,047 
 

3,02 
 

9,14 
 12 

 
48 
 

0,803 
 

59,78 
 

57,28 
 

45,99 
 

1,044 
 

2,01 
 

4,03 
 13 

 
52 
 

0,913 
 

56,96 
 

54,50 
 

49,76 
 

1,045 
 

2,24 
 

5,02  
 14 

 
60 
 

1,202 
 

49,92 
 

51,73 
 

62,18 
 

0,965 
 

-2,18 
 

4,73  
 15 

 
50 
 

1,082 
 

46,21 
 

48,95 
 

52,97 
 

0,944 
 

-2,97 
 

8,79 
 16 

 
30 
 

0,803 
 

37,36 
 

46,18 
 

37,08 
 

0,809 
 

-7,08 
 

50,12 
 

 
Шаг 4. Определим компоненту. Т в мультипликативной модели. Для этого 

рассчитаем параметры линейного тренда, используя уровни (Т - Е). Результаты 
аналитического выравнивания этого ряда представлены ниже: 

Константа                                          90,585150 
Коэффициент регрессии                    -2,773250 
Стандартная ошибка  
коэффициента регрессии                    0,225556 
R-квадрат                                              0,915239 
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Число наблюдений                         16 
Число степеней свободы                14 
 
Уравнение тренда имеет следующий вид: 

T=90, 59 - 2,773·t. 
 

Подставляя в это уравнение значения  t = 1, ..., 16, найдем уровни для 
каждого момента времени (гр. 5 табл.).  
 

Шаг 5. Найдем уровни ряда по мультипликативной модели,   
умножив уровни. Т на значения сезонной компоненты для соот-
ветствующих кварталов. Графически значения (Т- S) представлены на рис.  

 
Шаг 6. Расчет ошибки в мультипликативной модели производится 

по формуле 
Е= Y:(T-S). 

Численные значения ошибки приведены в гр. 7 табл. Если 
временной ряд ошибок не содержит автокорреляции, его можно 
использовать вместо исходного ряда для изучения его взаимосвязи с 
другими временными рядами. Для того чтобы сравнить 
мультипликативную модель и другие модели временного ряда, можно по 
аналогии с аддитивной моделью использовать сумму квадратов 
абсолютных ошибок. Абсолютные ошибки  мультипликативной модели 
определяются как 

( ).STyE
t

⋅−=  

В данной модели сумма квадратов абсолютных ошибок составляет 
207,40. Общая сумма квадратов отклонений фактических уровней этого 
ряда от среднего значения равна 5023. Таким образом, доля объясненной 
дисперсии уровней ряда равна (1 - 207,40/5023) = 0,959, или 95,9%. 

Выявление и устранение сезонного эффекта (в некоторых ис-
точниках применяется термин «десезонализация уровней ряда») 
используются в двух направлениях. Во-первых, воздействие сезонных 
колебаний следует устранять на этапе предварительной обработки 
исходных данных при изучении взаимосвязи нескольких временных 
рядов. Поэтому в российских и международных статистических 
сборниках часто публикуются данные, в которых устранено влияние 
сезонной компоненты (если это помесячная или поквартальная 
статистика), например показатели объемов производства в отдельных 
отраслях промышленности, уровня безработицы и т.д. Во-вторых, это 
анализ структуры одномерных временных рядов с целью прогнозирования 
уровней ряда в будущие моменты времени. 
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Задача 4. Прогнозирование по мультипликативной модели.  
     Предположим, по данным примера3 необходимо сделать прогноз 

ожидаемой прибыли компании за первое полугодие ближайшего 
следующего года. 

Прогнозное значение Ft уровня временного ряда в 
мультипликативной модели в соответствии с соотношением Y=T*S*E  
есть произведение трендовой и сезонной компонент. Для определения 
трендовой компоненты за каждый квартал воспользуемся уравнением 
тренда 

 
T=90, 59-2,773*t                                                                                                       

 
                Получим: 

T17=90, 59-2,773*17 =43,401; 
                                  T18=90, 59-2,773*18 = 40,626. 

 
Значения сезонной компоненты равны 
  

S1 = 0,913 (I квартал); 
S2= 1,202 (II квартал). 

Таким образом, 
 

F17 = T17 * S1 = 43,401*0, 913 = 39,626; 
 

F18 = Т18 *S2 = 40,626*1, 202 = 48,832. 
 

Прогноз ожидаемой прибыли компании на первое полугодие 
ближайшего следующего года составит: 

 
(39, 626 + 48,832) = 88,458 тыс. долл. США. 

 
 
 

Тема 10.Автокореляция уровней временного ряда     
 

       При наличии во временном ряде тенденции и циклических 
колебаний значения каждого последующего уровня зависит от 
предыдущих. Корреляционную зависимости между последовательными 
уровнями временного ряда называют автокорреляцией уровней ряда.     
Количественно её можно измерить с помощью коэффициента корреляции 
между уровнями исходного временного ряда и уровнями этого ряда, 
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сдвинутыми на несколько шагов во времени. Рассмотрим задачу. 
Задача1. Расчет коэффициентов автокорреляции уровней для 

временного ряда расходов на конечное потребление.  
Пусть имеются следующие условные данные о средних расходах на 

конечное потребление (y t, д.е.) за 8 лет (табл. 1).                                                                                                    
Таблица 1 
         Расчет коэффициента автокорреляции первого порядка для 

временного ряда расходов на конечное потребление. д. е. 

 
        Разумно предположить, что расходы на конечное потребление в 

текущем году зависят от расходов на конечное потребление предыдущих 
лет. 

        Определим коэффициент корреляции между рядами yt и yt-1 и 
измерим тесноту связи между расходами на конечное потребление 
текущего и предыдущего годов. Добавим в табл. 1 временной ряд yt-1. 

                Одна из рабочих формул для расчета коэффициента 
корреляции имеет вид:  

∑ ∑

∑

−⋅−

−⋅−
=

22 )()(

)()(

yyxx

yyxx
r

jj

jj

xy
r

r

 . 

 
В качестве переменной x мы рассмотрим ряд  y2, y3, … , y8   ; в 

качестве переменной y  - ряд  y1, y2, … , y7   . Тогда приведенная выше 
формула примет вид 

∑∑

∑

=
−

=

=
−

−⋅−

−⋅−
=

n

t
t

n

t
t

n

t
tt

yyyy

yyyy
r

2

2

21
2

2

1

2
211

1

)()(

)()(

rr

rr

     ,      (1) 

t Yt Y t-1 Y t–y1 yt-1-y2 (yt-y1)(yt-1-y2) (yt-1-
y2)² 

(yt-1-
y2)² 

1 7 - - - - - - 
2 8 7 -3,29 -3 9,87 10,8241 9 
3 8 8 -з,29 -2 6,58 10,8241 4 
4 10 8 -1,29 -2 2,58 1,6641 4 
5 11 10 -0,29 0 0,00 0,0841 0 
6 12 11 0,71 1 0,71 0,5041 1 
7 14 12 2,71 2 5,42 7,3441 4 
8 16 14 4,71 4 18,84 22,1841 16 

итого 86 70 -0,03* 0 44,0 53,4287 38 
*Сумма не равна нулю ввиду наличия ошибок округления.  
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Где     

.
1

;
1

2
1

2

2

1 −
=

−
=

∑∑
=

−
=

n

y
y

n

y
y

n

t
t

n

t
t

                        (2) 

 
Эту величину называют коэффициентом автокорреляции уровня 

ряда первого порядка, так как он измеряет зависимость между соседними 
уровнями ряда t и t-1, т.е. при лаге 1. 

           Для данных примера 1 соотношения (2) составят: 

..10
7

70

7

14121110887

;29,11
7

79

7

161412111088

2

1

==++++++=

==++++++=

y

y
 

Используя формулу (1), получаем коэффициент автокорреляции 
первого порядка: 

.976,0
3842,53

44
1

=
⋅

=r  

Полученное значение свидетельствует об очень тесной зависимости 
между расходами на конечное потребление текущего и непосредственно 
предшествующего годов и, следовательно, о наличии во временно ряде 
расходом на конечное потребление сильной линейной тенденции.                                  
Аналогично можно определить коэффициенты автокорреляции второго и 
более высоких порядков. Так, коэффициент автокорреляции второго 
порядка  характеризует тесноту связи между уровнями yt и yt-1 и 
определяется по формуле 

∑∑

∑

=
−

=

=
−
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n
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n
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Где 

.
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     (4) 

 
 
Для данных из примера 1 получим:   

..33,9
6

56

6

1412111088

;83,11
6

71

6

16141211108

4

3

==+++++=

==+++++=

y

y
 

Построим табл. 2. 
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Подставим полученные значения в формулу (3), имеем:  

.973,0
3334,198334,40

3334,27
2

=
⋅

=r  

                                                                                                                                                
Таблица 2 

Расчет коэффициента автокорреляции второго порядка для 
временного ряда расходов на конечное потребление, д.е. 

t yt yt-2 yt-y3 yt-2-
y4 

(yt-y3)(yt-2-y4) (yt-y3)² (yt-2-
y4)² 

1 7 - - - - - - 
2 8 - - - - - - 
3 8 7 -3,83 -2,33 8,9239 14,6689 5,4289 
4 10 8 -1,83 -1,33 2,4339 3,3489 1,7689 
5 11 8 -0,83 -1,33 1,1039 0,6889 1,7689 
6 12 10 0,17 0,67 0,1139 0,0289 0,4489 
7 14 11 2,17 1,67 3,6239 4,7089 2,7889 
8 16 12 4,17 2,67 11,1339 17,3889 7,1289 

Итого 86 56 0,02* 0,02* 27,3334 40,8334 19,3334 
*Сумма равна нулю ввиду наличия ошибок округления. 

        
 Полученные результаты еще раз подтверждают вывод о том, что ряд 

расходов на конечное потребление содержит линейную тенденцию. 
        Число периодов, по которым рассчитывается коэффициент 

автокорреляции, называют лагом . С увеличением лага число пар 
значений, по которым рассчитывается коэффициент автокорреляции, 
уменьшается. Некоторые авторы считают целесообразным для 
обеспечения статистической достоверности коэффициентов 
автокорреляции использовать правило – максимальный лаг должен быть 
не больше (n/4). 

        Отметим два важных свойства коэффициента 
автокорреляции.                   Во-первых, он строится по аналогии с 
линейным коэффициентом корреляции и таким образом характеризует 
тесноту только линейной связи текущего и предыдущего уровней ряда. 
Поэтому по коэффициенту автокорреляции можно судить о наличии 
линейной (или близкой к линейной) тенденции. Для некоторых временных 
рядов, имеющих сильную нелинейную тенденцию (например, параболу 
второго порядка или экспоненту), коэффициент автокорреляции уровней 
исходного ряда может приближаться к нулю. 

        Во-вторых, по знаку коэффициента автокорреляции нельзя 
делать вывод о возрастающей или убывающей тенденции в уровнях ряда. 
Большинство временных рядов экономических данных содержит 
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положительную автокорреляцию уровней, однако при этом имеют 
убывающую тенденцию. 

        Последовательность коэффициентов автокорреляции уровней 
первого, второго и т. д. порядков называют автокорреляционной 
функцией временного ряда. График зависимости ее значений от 
величины лага (порядка коэффициента автокорреляции) называют 
коррелограммой. 

        Анализ автокорреляционной функции и коррелограммы 
позволяет определить лаг, при котором автокорреляция наиболее высокая, 
а следовательно, и лаг, при котором связь между текущим и предыдущими 
уровнями ряда наиболее тесная, т.е. при помощи анализа 
автокорреляционной функции и коррелограммы можно выявить структуру 
ряда. 

         Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции 
первого порядка, исследуемый ряд содержит только тенденцию. Если 
наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции порядка t, ряд 
содержит циклические колебания с периодичностью в t момент времени. 
Если ни один из коэффициентов автокорреляции не является значимым, 
можно сделать одно из двух предположений относительно структуры 
этого ряда: либо ряд не содержит тенденции и циклических колебаний и 
имеет структуру, сходную со структурой ряда,  либо ряд содержит 
сильную нелинейную тенденцию, для выявления которой нужно провести 
дополнительный анализ. Поэтому коэффициент автокорреляции уровней и 
автокорреляционную функцию целесообразно использовать для 
выявления во временном ряде наличия или отсутствия трендовой 
компоненты (Т) и циклической (сезонной) компоненты (S). 

        Временной ряд расходов на конечное потребление, 
рассмотренный нами в примере 1, содержит только тенденцию, так как 
коэффициенты автокорреляции его уровней высокие. 

Пример 2. Автокорреляционная функция и выявление структуры 
ряда. 

   Пусть имеются условные данные об объемах потребления 
электроэнергии жителями региона за 16  кварталов (табл. 3). 

t yt Y t-1 Y t-2 Y t-3 Y t-4 

1 6,0 - - - - 
2 4,4 6,0 - - - 
3 5,0 4,4 6,0 - - 
4 9,0 5,0 4,4 6,0 - 
5 7,2 9,0 5,0 4,4 6,0 
6 4,8 7,2 9,0 5,0 4,4 
7 6,0 4,8 7,2 9,0 5,0 
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8 10,0 6,0 4,8 7,2 9,0 
9 8,0 10,0 6,0 4,8 7,2 
10 5,6 8,0 10,0 6,0 4,8 
11 6,4 5,6 8,0 10,0 6,0 
12 11,0 6,4 5,6 8,0 10,0 
13 9,0 11,0 6,4 5,6 8,0 
14 6,6 9,0 11,0 6,4 5,6 
15 7,0 6,6 9,0 11,0 6,4 
16 10,8 7,0 6,6 9,0 11,0 
 
Определим коэффициент автокорреляции первого порядка (добавим 

yt-1 в табл. 3 и воспользуемся формулой расчета линейного коэффициента 
корреляции). Он составит: r1= 0,165. Отметим, что расчет этого 
коэффициента производится по 15, а не по 16 парам наблюдений. Это 
значение свидетельствует о слабой зависимости текущих уровней ряда от 
непосредственно им предшествующих уровней. Однако, как следует из 
графика, структура этого ряда такова, что каждый следующий уровень yt 
зависит от уровня yt-4 и yt-2 в гораздо большей степени, чем от уровня yt-1. 

Построим ряд yt-2 (см.табл. 3). рассчитав коэффициент автокорреляции 
второго порядка r2, получим количественную характеристику 
корреляционной связи рядов yt, yt-2:r2=0,567. Продолжив расчеты 
аналогичным образом, получим автокорреляционную функцию этого 
ряда. Ее значения и коррелограмма  приведены в табл. 4. 

                                                                                                                                       
Таблица 4 

Коррелограмма временного ряда потребления электроэнергии 
Лаг Коэффициент 

автокорреляции уровней 
Коррелограмма 

1 0,165154 ** 
2 0,566873 ******* 
3 0,113558 * 
4 0,983025 ************ 
5 0,118711 * 
6 0,722046 ********* 
7 0,003367  
8 0,973848 ************ 
  
  Анализ значений автокорреляционной функции позволяет сделать 

вывод о наличии в изучаемом временном ряде, во-первых, линейной 
тенденции, во-вторых, сезонных колебаний периодичностью в четыре 
квартала. Данный вывод подтверждается и графическим анализом 
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структуры ряда (см. рис. 5.2). 
       Аналогично, если, например, при анализе временного ряда 

наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции уровней 
второго порядка, ряд содержит циклические колебания в два периода 
времени, т. е. имеет пилообразную структуру. 

 
 
 Тема 11.Изучение взаимосвязей по временным рядам 

 
    Изучение причинно-следственных зависимости переменных, 

представленных в форме временных рядов, является одной из самых 
сложных задач эконометрического моделирования. Применение в этих 
целях традиционных методов корреляционно-регрессионного  анализа, 
рассмотренных  ранее, может привести к ряду серьезных проблем, 
возникающих как на этапе построения, так и на этапе анализа 
эконометрических моделей. В первую очередь эти проблемы связаны со 
спецификой временных рядов как источника данных в эконометрическом 
моделировании. Было показано, что каждый уровень временного ряда 
содержит трип основные компоненты: тенденцию, циклические или 
сезонные колебания и случайную компоненту. Рассмотрим подробнее, 
каким образом наличие этих компонент сказывается на результатах 
корреляционно-регрессионного анализа временных рядов данных. 

     Предварительный этап такого анализа заключается в выявлении 
структуры изучаемых временных рядов. Если на этом этапе было 
выявлено, что временные ряды содержат циклические или сезонные 
колебания, то перед проведением дальнейшего исследования взаимосвязи 
необходимо устранить  циклическую или сезонную компоненту из 
уровней каждого ряда, поскольку ее наличие приведет к завышению 
истинных показателей силы и тесноты связи  изучаемых временных рядов 
в случае. Если оба ряда содержат циклические колебания одинаковой 
периодичности, либо к занижению этих показателей в случае, если 
циклические или сезонные колебания содержат только один из рядов или 
периодичность колебаний в рассматриваемых временных рядах различна. 

       Устранение сезонной компоненты из уровней временных рядов 
можно проводить в соответствии с методикой построения аддитивной и 
мультипликативной моделей, рассмотренной ранее.  При дальнейшем 
изложении методов анализа взаимосвязей в этой главе мы примем 
предложение, что изучаемые временные не содержат периодических 
колебаний. Предположим, изучается зависимость между рядами x и y. Для 
количественной характеристики этой зависимости используется линейный 
коэффициент корреляции. Если рассматриваемые временные ряды  имеют 
тенденцию, коэффициент корреляции по абсолютной величине будет 
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высоким(положительным в случае совпадения и отрицательным в случае 
противоположной направленности тенденций рядов x и y). Однако из 
этого еще нельзя делать вывод о том, что x причина y или наоборот. 
Высокий коэффициент корреляции в данном случае есть результат того, 
что x и y зависят от времени, или содержат тенденцию. При этом 
одинаковую или противоположную тенденцию могут иметь ряды, 
совершенно не связанные друг с другом причинно-следственной 
зависимостью. Например, коэффициент корреляции между численностью 
выпускников вузов и числом домов отдыха в РФ в период с 1970 по 1990 
г. составил 0.8.  Это, естественно, не означает, что увеличение количества 
домов отдыха способствует росту числа выпускников вузов или 
увеличение числа последних стимулирует спрос на дома отдыха.  

      Для того чтобы получить коэффициенты корреляции, 
характеризующие причинно-следственную связь между изучаемыми 
рядами, следует избавиться от так называемой ложной корреляции, 
вызванной наличием тенденций в каждом ряде. Обычно это 
осуществляется с помощью одного из методов исключения тенденций. 

       Предположим, что по двум временным рядам  tx  и ty  

строится уравнение парной линейной регрессии вида  

                     ty = rt
xba ε+⋅+  (1) 

     Наличие тенденции в каждом из этих временных рядов означает, 
что на зависимую ty  и независимую tx  переменные модели оказывает 
воздействие фактор времени, который непосредственно в модели не 
учтен. Влияние фактора времени будет выражено в корреляционной 
зависимости между значениями остатков tε    за текущий и предыдущие 
моменты времени,  которое   получила название “автокорреляция в 
остатках”. 

     Автокорреляция в остатках есть нарушение одной из основных 
предпосылок МНК-  предпосылки о случайности остатков, полученных по 
уравнению регрессии. Один из возможных путей решения этой проблемы 
состоит в применении к  оценке параметров модели обобщенного МНК. 
При построении уравнения множественной регрессии по временным 
рядам данных,  помимо двух выше названных проблем, возникает также 
проблема мультиколлинеарности факторов, входящих в уравнение 
регрессии, в случае если эти факторы содержат тенденцию. 

 Сущность всех методов исключения тенденции заключается в том, 
чтобы устранить или зафиксировать воздействие фактора времени на 
формирование уровней ряда. Основные методы исключения тенденции 
можно разделить на две группы:  



 70 

• Методы, основанные на преобразовании уровней исходного ряда в 
новые переменные используются далее для анализа взаимосвязи 
изучаемых  временных рядов. Эти методы предполагают 
непосредственное устранение трендовой компоненты T из каждого 
уровня временного ряда. Два основных метода в данной группе- это 
метод последовательных разностей и метод отклонения от трендов. 

• Методы, основанные на изучении взаимосвязи исходных уровней 
временных рядов при элиминировании воздействия фактора времени  
на зависимую и независимые переменные модели. В первую очередь 
это метод включения в модель регрессии по временным рядам 
фактора времени. 

  Рассмотрим  методику применения, преимущества и недостатки 
каждого из перечисленных методов. 

    Рассмотрим метод отклонения от тренда. Пусть имеются два 
временных ряда tx   и ty  , каждый из которых содержит трендовую 
компоненту T и случайную компоненту ε . Проведение аналитического 
выравнивания по каждому из этих рядов позволяет найти параметры 
соответствующих уравнений трендов и определить расчетные уровни 

t
x̂  и 

t
y ,  соответственно. Эти расчетные значения можно принять за 

оценку трендовой компоненты T каждого ряда. Поэтому влияние 
тенденции можно устранить путем вычитания  расчетных значений 
уровней ряда из фактических. Эту процедуру проделывают для 
каждого временного ряда в модели. Дальнейший анализ взаимосвязи 
рядов проводят с использованием не исходных уровней, а отклонений 
от тренда 

tt xx ˆ−  и 
tt yy ˆ−  при условии, что последние не содержат 

тенденции. Содержательная интерпретация параметров этой модели 
затруднительна, однако ее можно использовать для прогнозирования.  
Для этого необходимо определить трендовое значение факторного 

признака tx̂    и с помощью одного из методов оценить величину 

предполагаемого отклонения фактического значения от трендового. 
Далее по уравнению тренда для результативного признака определяют 

трендовое значение  tx̂ , а по уравнению регрессии по отклонениям от 

трендов находят величину отклонения 
tt yy ˆ− . Затем находят точечный 

прогноз фактического значения 
ty  по формуле 

                      )ˆ(ˆ
tttt

yyyy −==  . 

Рассмотрим метод  последовательных разностей. В ряде случаев 
вместо аналитического выравнивания временного ряда с целью 
устранения  тенденции можно применить более простой метод- метод 
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последовательных разностей. 
       Если временной ряд содержит ярко выраженную линейную 

тенденцию, ее можно устранить путем замены  исходных уровней ряда 
цепными абсолютными приростами(первыми разностями). 

        Пусть  ,ˆ
ttt

yy ε+=                                             (2) 

Где 
tε - случайная ошибка; 

                      .ˆ tbayt ⋅+=                (3) 

Тогда 
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               (4) 
 

        Коэффициент b-константа, которая не зависит. При наличии 

сильной линейной тенденции остатки  tε достаточно малы и в 

соответствии с предпосылками МНК носят случайный характер. 

Поэтому первые разности уровней ряда t∆ не зависят от переменной 

времени, их можно использовать для дальнейшего анализа. 
         Если временной ряд содержит тенденцию в форме параболы 

второго порядка, то для ее устранения можно заменить исходные уровни 
ряда на вторые разности. 

          Пусть имеет место соотношение (2), однако 
                              .ˆ 2

21 tbtbayt ⋅+⋅+=                         (5) 

        Тогда  
 
 
 
(6) 
 
 

 
       Как показывает это соотношение, первые разности 

t∆ непосредственно  зависят от фактора времени t и, следовательно, 

содержат тенденцию. 
           Определим вторые разности: 
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Очевидно, что вторые разности 2

t∆ не содержат тенденцию, поэтому при 

наличии в исходных уровнях тренда в форме параболы второго порядка 
их можно использовать для дальнейшего анализа. Если тенденции 
временного ряда соответствует экспоненциальный или степенной тренд, 
метод последовательных разностей  следует применять не к исходным 
уровням ряда, а к их логарифмам. 

При всей  своей простоте метод последовательных разностей  имеет 
два существенных недостатка. Во-первых, его применение с сокращением 
числа пар наблюдений, по которым строится уравнения регрессии, и, 
следовательно,  с потерей числа степеней свободы. Во-вторых, 
использование вместо исходных уровней временных рядов их приростов 
или ускорений приводит к потери информации, содержащейся в исходных 
данных. 

Рассмотрим метод - включение в модель регрессии фактора времени. 
В корреляционно-регрессионном анализе устранить воздействие какого-
либо фактора можно, если зафиксировать воздействие этого фактора на 
результат и другие, включенные в модель факторы. Этот прием широко 
используется в анализе временных рядов, когда тенденция фиксируется 
через включение  фактора времени в модель в качестве независимой 
переменной.   

  Модель вида  

tt tbxbay ε+⋅+⋅+= 211                (8) 

относится к группе моделей, включающих фактор времени. Очевидно, что 
число независимых переменных  в такой модели может быть больше 
единицы. Кроме того, это могут быть не только текущие, но и лаговые 
значения независимой переменной, а также лаговые значения 
результативной переменной.  Преимущество данной модели по сравнению 
с методами отклонения от трендов и последовательных  разностей в том, 
что она позволяет учесть всю информацию, содержащуюся в исходных 
данных, поскольку значения 

ty  и 
tx    есть уровни исходных временных 

рядов. Кроме того, модель строится по всей совокупности данных за 
рассматриваемый период в отличие от метода последовательных 
разностей, который приводит  к потере числа наблюдений. Параметры a  и  
b модели с включением фактора времени определяется  обычным МНК.  

   Рассмотрим уравнение регрессии вида 
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где k- число независимых переменных модели. 
  
        Для каждого момента (периода) времени t=1: n значение 

компоненты tε   определяется  как  

                          
ttt yy ˆ−=ε                                                               

(11) 
или  

                       .)(
1

∑
=
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k

j
jtjtt xbayε                                      (12) 

           Рассматривая последовательность остатков как временной 
ряд, можно построить график их зависимости от времени. В соответствии 

с предпосылками МНК остатки tε должны быть случайными. Однако при 

моделировании временных рядов нередко встречается ситуация, когда 
остатки содержат тенденцию или циклические колебания. Это 
свидетельствует о том, что каждое следующее значение остатков зависит 
от предшествующих. В этом случае говорят о наличии автокорреляции 
остатков.     

           Автокорреляция остатков может быть  вызвана несколькими 
причинами, имеющими различную природу. Во-первых, иногда она 
связана с исходными данными и вызвана  наличием ошибок измерения в 
значениях результативного признака. Во- вторых, в ряде случаев причину    
автокорреляции остатков следует искать  в формулировке модели. Модель 
может не включать фактор, оказывающий существенное воздействие на 
результат, влияние которого отражается в остатках, вследствие чего 
последние могут оказаться автокоррелированными.   Очень часто этим 
фактором  является фактор времени t.  Кроме того,  в качестве таких 
существенных факторов могут выступать  лаговые значения переменных, 
включенных в модель. Либо модель не учитывает несколько 
второстепенных факторов, совместное влияние которых на результат 
существенно ввиду совпадения тенденции  их изменения или фаз 
циклических колебаний. От истинной автокорреляции остатков следует 
отличать  ситуации, когда причина  автокорреляции заключается в 
неправильной спецификации функциональной формы модели. В этом 
случае следует изменить форму связи факторных и результативного 
признаков, а не использовать специальные методы расчета параметров 
уравнения регрессии при наличии автокорреляции остатков.  

         Существуют два наиболее распространенных метода 
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определения  автокорреляции остатков. Первый метод – это  построение 
графика зависимости остатков от времени и визуальное определение 
наличия или отсутствия автокорреляции. Второй метод- использование 
критерия Дарбина - Уотсона и расчет величины 
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         Таким образом, d есть отношение суммы квадратов разностей 

последовательных значений остатков к остаточной сумме квадратов по 
модели регрессии. Практически во всех статистических ППП значение 
критерия Дарбина-Уотсона  указывается наряду с коэффициентом 
детерминации, значениями t- и F-критериев.  

       Коэффициент автокорреляции остатков первого порядка 
определяется как  
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          Так как tε  - остатки, полученные по уравнению регрессии, 

параметры которого определены обычным МНК, то в соответствии с 
предпосылками МНК их сумма  и среднее значение равны нулю: 

                                 .0;0 1

1

===
∑

∑ =

= n

n

t
t

t

n

t
t

ε
εε     (16) 

 
      Следовательно, без уменьшения общности можно предположить, 

что 

                  021 == εε                                                             (17) 

        Предположим также 
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С учетом  соотношения (17) и (18) формула для расчета 

коэффициента автокорреляции остатков (14) преобразуется  следующим 
образом: 
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   Преобразуем теперь формулу (13) расчета критерия Дарбина-

Уотсона  следующим образом:  
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  С учетом (18) имеем:  
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   Сравнив выражения (19) и (21), нетрудно вывести следующее 
соотношение между критерием Дарбина-Уотсона и коэффициентом 
автокорреляции остатков первого порядка:  

                 ).1(2 1
εrd −⋅≈                        (22) 

       Таким образом, если в остатках существует полная 
положительная автокорреляции и 11 =εr , то d=0. Если в остатках полная 

отрицательная автокорреляция, то =-1 и, следовательно, d=4. Если 

автокорреляция остатков отсутствует , то  
ε

1r  =0 и d=2. Следовательно,      

.40 ≤≤ d       
        Алгоритм выявления автокорреляции остатков на основе 

критерия Дарбина-Уотсона  следующий. Выдвигается гипотеза  
0H об 

отсутствии автокорреляции остатков. Альтернативные гипотезы 
1H  и 

*
1H  состоят, соответственно, в наличии положительной  или 

отрицательной автокорреляции  в остатках. Далее по специальным 



 76 

таблицам(см. приложение)определяются  критические значения критерия 

Дарбина-Уотсона  Ld  и Ud для заданного числа наблюдений n, числа 

независимых переменных модели k и уровня значимости. По этим 
значениям числовой промежуток[0;4] разбивают на пять отрезков. 
Принятие или отклонение каждой из гипотез с вероятностью(1-α ) 
рассматривается на рис.  
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Ud  2             
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Рис. Механизм проверки гипотезы о наличии автокорреляции 

остатков 
    
   Если фактическое значение критерия Дарбина-Уотсона   попадает 

в зону неопределенности, то на практике предполагают существование 
автокорреляции остатков и отклоняют гипотезу 

0H . 

        Проведем оценивание параметров уравнения регрессии при 
наличии авто корреляции в остатках , для этого обратимся вновь к 
уравнению регрессии(1) примем некоторые допущения относительно 
этого уравнения: 

• Пусть y и x  не содержат тенденции, например, представляют 
собой отклонения выровненных по трендам значений от 
исходных уровней временных рядов; 

• Пусть  оценки а и б параметров уравнения регрессии найдена 
обычным МНК; 

• Пусть критерий Дарбина-Уотсона   показал наличие 
автокорреляции в остатках первого порядка. 
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Чтобы понять, каковы последствия  автокорреляции в остатках 
для оценок параметров модели регрессии, найденных обычным МНК, 
построим формальную модель, описывающую автокорреляцию в 
остатках. Автокорреляция в остатках первого порядка предполагает, 

что каждый следующий уровень остатков tε  зависит от предыдущего 

уровня 
,1 ttt udc +⋅+= −εε  

 где c и d –параметры уравнения регрессии. 
  
 В соответствие с рабочими формулами МНК имеем: 
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 С учетом соотношений (6.16) и (6.17) получим: 
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Где 
ε

1r -коэффициент автокорреляции остатков первого порядка. 

Таким образом, имеем: 
                       

,11 ttt ur +⋅= −εε ε                                   (26)  

Где  tu - случайная ошибка. 

  Заметим, что ε
1r < 1. 

  Учитывая соотношение (6.26), уравнение (6.1) можно переписать 
в виде 

      
.11 tttt urxbay +⋅+⋅+= −εε                    (27) 

Найденные соотношения показывают, что  текущий   уровень 

ряда ty  зависит от факторной переменной, tx  но и от остатков 

предшествующего периода 1−tε . 

       Допустим мы не принимаем во внимание эту информацию и 
определяем оценки параметров a и b уравнения (1) обычным МНК. 
Тогда можно показать что полученные оценки неэффективны, т.е. они 
не имеют минимальную дисперсию это приводит к увеличению 
стандартных ошибок, снижению фактических значений t-критерия и 
широким доверительным интервалам для коэффициента регрессии. 

 
Тема 12.Динамические эконометрические модели 
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           В эконометрике  к числу динамических относятся не все 

модели, построенные по временным  рядам данных. Термин 
“динамический” в данном случае характеризует каждый момент времени в 
отдельности, а не весь период, для которого строится модель. 
Эконометрическая модель является динамической, если в данный момент 
времени t она учитывает значение входящих в нее переменных, 
относящиеся как к текущему, так и к предыдущим моментам времени, т.е. 
если эта модель отражает динамику исследуемых переменных в каждый 
момент времени. 

            Можно выделить два основных типа динамических 
эконометрических моделей. К моделям первого типа относятся модели 
авторегрессии и модели с распределенным лагом, в которых значение 
переменных за прошлые периоды времени (лаговые переменные) 
непосредственно включены в модель. Модель второго типа учитывает 
динамическую информацию неявном виде. В эти модели включены 
переменные, характеризующие ожидаемый или желаемый уровень 
результата, или одного из факторов в момент времени t. Этот уровень 
считается неизвестным и определяется экономическими единицами с 
учетом информации, которой они располагают в момент (t-1). 

           В зависимости от способа определения ожидаемых значений 
показателей различают модели неполной корректировки, адаптивных 
ожиданий и рациональных ожиданий. Оценка параметров этих моделей 
сводится к оценке параметров моделей авторегрессии.  

            При исследовании экономических  процессов нередко 
приходится моделировать ситуации, когда значение результативного 
признака в текущий момент времени t форматируется под воздействием 
ряда факторов, действовавших в прошлые моменты времени t-1, t-2, …,t-l. 
Например, на выручку от реализации или прибыль компании текущего 
периода могут оказывать влияние расходы на рекламу или проведение 
маркетинговых исследований, сделанные компанией в предшествующие 
моменты времени. Величину l, характеризующую запаздывание в 
воздействии фактора на результат, называют в эконометрике лагом, а 
временные ряды самих факторных переменных, сдвинутые на один или 
более моментов времени, - лаговыми переменными. 

           Разработка экономической политики как на макро- ,так и на 
микро-уровне  требуется решение обратного типа задач, т.е. задач 
определяющих какое воздействие  значение управляемых  переменных  
текущего периода на будущие значения экономических показателей. 
Например, как повлияют инвестиции в промышленность на валовую 
добавленную стоимость этой отрасли экономики будущих периодов или 
как может измениться объем  ВВП, произведенного в периоде (t+1) ,под 
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воздействием увеличения денежной массы в периоде t?       
              Эконометрическое моделирование охарактеризованных 

выше процессов осуществляется с применением моделей, содержащих не 
только текущие, но и лаговые значения факторных переменных. Эти 
модели называются моделями с распределенным лагом. Модель вида 

 
ttttt

xbxbxbay ε+⋅+⋅+⋅+=
−− 22110

                        (1)  

является примером модели с распределенным лагом. 
              Наряду с лаговыми значениями независимых, или 

факторных переменных на величину зависимой переменной текущего 
периода могут оказывать влияние ее значения в прошлые моменты или 
периоды времени. Например, потребление в момент времени t 
формируется под воздействии  дохода текущего и предыдущего периодов, 
а также объема потребления прошлых периодов, например потребления в 
период (t-1). Эти  процессы обычно описываются с помощью моделей 
регрессии, содержащихся в качестве факторов лаговые значения 
зависимой переменной, которые называются моделями авторегрессии. 
Модель вида       

 tttt ycxbay ε+++= −110                                          (2) 
Относится к моделям авторегрессии. 
                Построение моделей с распределенным лагом и моделей 

авторегрессии имеет свою специфику. Во-первых, оценка параметров 
моделей авторегрессии, а в большинстве случаев и моделей с 
распределенным лагом не может быть произведена с помощью обычного 
МНК ввиду нарушения его предпосылок и требует специальных 
статистических методов. Во-вторых, исследователям приходится решать 
проблемы выбора оптимальной величины лага и определения его 
структуры. Наконец, в-третьих, между моделями с распределенным 
лагом и моделями авторегрессии существует определенная взаимосвязь, и 
в некоторых случаях необходимо осуществлять переход от одного типа к 
другому. 

Рассмотрим модель с распределенным лагом в ее общем виде в 
предположении, что максимальная величина лага конечна: 

 

*110 ... tptpttt xbxbxbay ε+++++= −−                         (3) 
 
Эта модель говорит о том, что если в некоторый момент времени t 

происходит изменение независимой переменной x, то это изменение будет 
влиять на значение переменной y в течение l следующих моментов 
времени. 

Коэффициент регрессии 0b  при переменной tx  характеризует среднее 
абсолютное изменение ty  при изменении tx  на 1 ед. своего измерения в 
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некоторый фиксированный момент времени t,без учета воздействия 
лаговых значений фактора x. Этот коэффициент называют 
краткосрочным мультипликатором. 

В момент (t+1) совокупное воздействие факторной переменной tx  на 
результат ty  составит  ( 10 bb + )  усл. ед., в момент (t+2) это воздействие 
можно охарактеризовать суммой ( 210 bbb ++ ) и т. д. Полученные таким 
образом суммы называют промежуточными мультипликаторами. 

С учетом конечной величины лага можно сказать, что изменение 
переменной tx  в момент t на 1 усл. ед. приведет к общему изменению 
результата  через l моментов времени на ( lbbb +++ ...10 ) абсолютных 
единиц. 

Введем следующее обозначение: 
        
                           bbbb l =++ ...10                     (4) 
Величину b называют долгосрочным мультипликатором.Он  

показывает абсолютное изменение в долгосрочном периоде t+l  результата 
y под влиянием изменения на 1 ед. фактора x. 

Предположим 
                           .1:0,/ == jbb

jj
β                   (5) 

Назовем полученные величины относительными коэффициентами 
модели с распределенным лагом. Если все коэффициенты jb  имеют 
одинаковые знаки, то для любого j 

      

                          10 << jβ  и ∑
=

=
l

j
j

0

.1β  

В этом случае относительные коэффициенты β I являются весами 
для соответствующих коэффициентов b i. Каждый из них измеряет долю 
общего изменения результативного признака в момент времени (t+i). 

Зная величины β I, с помощью стандартных формул можно 
определить еще две важные характеристики модели множественной 
регрессии: величину среднего лага и медианного лага. Средний лаг 
определяется по формуле средней арифметической взвешенной: 

                                                   ∑
≡

⋅=Ι
l

j 0

βι                (6) 

 
и представляет собой средний период, в течение которого будет 

происходить изменение результата под воздействием изменения фактора в 
момент времени t. Небольшая величина среднего лага свидетельствует об 
относительно быстром реагировании результата на изменении фактора, 
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тогда как высокое его значение говорит о том, что воздействие фактора на 
результат будет сказываться в течение длительного периода времени. 

Медианный лаг-это величина лага, для которого  .5,0
0

≈∑
=

l

j

βι  

 Это тот период времени, в течении которого с момента времени 
t будет реализована половина общего воздействия фактора на результат. 

Рассмотрим условный пример. 
Пример 1. Интерпретация параметров модели с распределенным 

лагом. 
По результатам изучения зависимости объемов продаж компании в 

среднем за месяц от расходов на рекламу была получена следующая 
модель с распределенным лагом (млн. руб.): 

                  .321 5,05,10,35,467,0ˆ −−− ⋅+⋅+⋅+⋅+−= ttt xxxxy ιι  
 
В этой модели краткосрочный мультипликатор равен 4.5. Это 

означает, что увеличение расходов на рекламу на 1млн. руб. ведет в 
среднем,  к росту объема продаж компании на 4,5 млн. руб. в том же 
периоде. Под влиянием продаж компании возрастает в момент времени  t 
на 1 млн. руб.,(t+1)-на 4,5+3.0=7,5 млн. руб.,(t+2)- на 7,5+1,5=9,0 млн. руб. 
Наконец, долгосрочный мультипликатор для данной модели 
составит:b=4,5+3,0+1,5+0,5=9,5. 

В долгосрочной перспективе( например, через 3 месяца) увеличение 
расходов на рекламу на 1 млн.руб. в настоящий момент времени приведет 
к общему росту объема продаж на 9,5 млн. руб.  

Относительные коэффициенты регрессии в этой модели равны: 
 

            .053,05,9/5,0

;316,05,9/0,3
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Следовательно.47,4% общего увеличения объема продаж, 

вызванного ростом затрат на рекламу, происходит в текущем моменте 
времени; 31,6%- в момент(t+1);15,8%-в момент (t+2);и только 5,3% этого 
увеличения проходится на момент времени(t+3). 

    Средний лаг в этой модели определяется как 
 

791,0053,03158,02316,01474,00 =⋅+⋅+⋅+⋅=Ι мес. 
Небольшая величина лага(менее 1 месяца) еще раз подтверждает, 

что большая часть эффекта роста затрат на рекламу проявляется сразу же. 
Медианный лаг в данном примере также составляет чуть более 1 месяца. 

Изложенные выше приема анализа параметров модели с 

;158,05,9/5,1

;474,05,9/5,4

3
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распределенным лагом действительны только в предположении, что все 
коэффициенты при текущем и лаговых значениях исследуемого фактора 
имеют одинаковые знаки. Это предположение вполне оправдано с 
экономической точки зрения: воздействие одного и того же фактора на 
результат должно быть однонаправленным независимо от того, с каким 
временным лагом измеряется сила или теснота  связи между этими 
признакам. Однако на практике получить статистически значимую 
модель, параметры которой имели бы одинаковые знаки, особенно при 
большой величине лага ,Ι чрезвычайно сложно. Применение обычного 
МНК к таким моделям в большинстве случаев затруднительно по 
следующим причинам.  

Во-первых, текущие и лаговые значения независимой переменной, 
как правило, тесно связаны друг с другом. Тем самым оценка параметров 
модели проводится в условиях высокой мультиколлинеарности факторов. 

Во-вторых, при большой величине лага снижается число 
наблюдений, по которому строится модель, и увеличивается число ее 
факторных признаков. Это ведет к потере числа степеней свободы в 
модели. 

В-третьих, в моделях с распределенным лагом часто возникает 
проблема автокорреляции остатков. Вышеуказанные обстоятельства 
приводят к значительной неопределенности относительно оценок 
параметров модели, снижению их точности и получению неэффективных 
оценок. Чистое влияние факторов на результат в таких условиях выявить 
невозможно. Поэтому на  

практике параметры моделей с распределённым лагом проводят в 
предположении определённых ограничений на коэффициенты регрессии и 
в условиях выбранной структуры лага. 

Обратимся теперь к модели авторегрессии. Пусть имеется 
следующая модель:  

tttt
ycxbay ε+⋅+⋅+=

−110
        (7) 

 
Как и в модели с распределённым лагом, 0b  в этой модели 

характеризует 
краткосрочное  изменение ty  под воздействием изменения 1x  на 1 ед.  

Однако промежуточные и долгосрочные мультипликаторы в 
моделях авторегрессии несколько иные. К моменту времени (t+1) 
результат ty  изменился под воздействием изменения изучаемого фактора 
в момент времени t на 0b  ед., а 1+ty  под воздействием своего изменения в 
непосредственно предшествующий момент времени – на 1c  ед. Таким 
образом, общее абсолютное изменение результата в момент (t+1) составит 
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10cb  ед. Аналогично, в момент времени (t+2) абсолютное изменение 
результата составит 2

10b c  ед. и т. д. Следовательно, долгосрочный 
мультипликатор в модели авторегрессии можно рассчитать как сумму 
краткосрочного и промежуточных мультипликаторов: 

...3
10

2
10100 cbcbcbbb +++=        (8) 

Учитывая, что практически во все модели авторегрессии вводится 
так называемое условие стабильности, состоящее в том, что коэффициент 
регрессии при переменной 1-ty  по абсолютной величине меньше единицы 

11 <c , соотношение (7.8) можно преобразовать следующим образом: 

1

03
1

2
110 1

...)1(*bb
c

b
ccc

−
=++++= ,      (9) 

где 11 <с . 
 
Отметим, что такая интерпретация коэффициентов модели 

авторегрессии 
 и расчёт долгосрочного мультипликатора основаны на предпосылке 

о наличии бесконечного лага в воздействии текущего значения зависимой 
переменной на её будущие значения. 

 
Пример 2  Интерпретация параметров модели авторегрессии. 
Предположим,  по данным о динамике показателей потребления и 

дохода в регионе была получена модель авторегрессии, описывающая 
зависимость среднедушевого объёма потребления за год (C , млн. руб.) 

от среднедушевого  совокупного годового дохода (Y, млн. руб.) и 
объёма потребления предшествующего года: 

.*10,0Y*,8503 1t −++= tt CC  
Краткосрочный мультипликатор равен 0,85. В этой модели он 

представляет собой предельную склонность к потреблению в 
краткосрочном периоде. Следовательно, увеличение среднедушевого 
совокупного дохода на 1 млн руб. приводит к росту объёма потребления в 
тот же год в среднем на 850 тыс. руб. Долгосрочную предельную 
склонность к потреблению можно определить в соответствии с формулой 
(9) как 

0,9440,1)-0,85/(1b == . 
В долгосрочной перспективе рост среднедушевого совокупного 

дохода на 1 млн руб. приведёт к росту объёма потребления в среднем на 
944 тыс. руб. Промежуточные показатели предельной склонности к 
потреблению можно определить, рассчитав необходимые части суммы за 
соответствующие периоды времени. Например, для момента времени (t+1) 
получим: 



 84 

(0,85+0,85*0,1)=0,935. 
Это означает, что увеличение среднедушевого совокупного дохода в 

текущем периоде на 1 млн руб. ведёт к увеличению объёма потребления в 
среднем на 935 тыс. руб. в ближайшем следующем сезоне. 

Текущее и лаговые значения факторной переменной оказывают 
различное по силе воздействие на результативную переменную модели. 
Количественно сила связи между результатом и значением факторной 
переменной, относящимися к различным моментам времени, измеряется с 
помощью коэффициентов регрессии при факторных переменных. Если 
построить график зависимости этих коэффициентов от величины лага, 
можно получить графическое изображение структуры лага, или 
распределения во времени воздействия факторной переменной на 
результат . Структура лага может быть различной.  

Если с ростом величины лага коэффициенты при лаговых значениях 
переменной убывают во времени, то имеет место линейная (её ещё 
называют треугольной  или геометрическая структура лага ). Если лаговые 
воздействия фактора на результат не имеют тенденцию к убыванию во 
времени, то имеет место «перевёрнутая» V-образная структура. Основная 
её особенность – симметричность лаговых воздействий относительно 
некоторого среднего лага, который характеризуется наиболее сильным 
воздействием фактора на результат.  

Аналогичным образом графический анализ структуры лага можно 
проводить и с помощью относительных коэффициентов регрессии β J . 
Основная трудность в выявлении структуры лага состоит в том, как 
получить значения параметров jb  (или β J ). Выше уже отмечалось, что 
обычный МНК редко бывает полезным в этих целях. Поэтому в 
большинстве случаев предположения о структуре лага основаны на общих 
положениях экономической теории, на исследованиях взаимосвязи 
показателей либо на результатах проведённых ранее эмпирических 
исследований или иной априорной информации. 

 
Тема 13.Системы эконометрических уравнений 
 
Объектом статистического изучения в социальных науках являются 

сложные системы. Измерение тесноты связей между переменными, 
построение, изолированных уравнений регрессии недостаточно для 
описания таких систем и объяснения механизма их функционирования. 
При использовании отдельных уравнений регрессии, например для 
экономических расчетов, в большинстве случаев предполагается, что 
аргументы (факторы) можно изменять независимо друг от друга. Однако 
это предположение является очень грубым: практически изменение одной 
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переменной, как правило, не может происходить при абсолютной 
неизменности других. Ее изменение повлечет за собой изменения во всей 
системе взаимосвязанных признаков. Следовательно, отдельно взятое 
уравнение множественной регрессии не может характеризовать истинные 
влияния отдельных признаков на вариацию результирующей переменной. 
Именно поэтому в последние десятилетия в экономических, 
биометрических и социологических исследованиях важное место заняла 
проблема описания структуры связей между переменными системой так 
называемых одновременных уравнений, называемых также структурными 
уравнениями. Так, если изучается модель спроса как соотношение цен и 
количества потребляемых товаров, то одновременно для прогнозирования 
спроса необходима модель предложения товаров, в которой 
рассматривается также взаимосвязь между количеством и ценой 
предлагаемых благ. Это позволяет достичь равновесия между спросом и 
предложением.  

Приведем другой пример. При оценке эффективности производства 
нельзя руководствоваться только моделью рентабельности. Она должна 
быть дополнена моделью производительности труда, а также моделью 
себестоимости единицы продукции. 

В еще большей степени возрастает потребность в использовании 
системы взаимосвязанных уравнений, если мы переходим от 
исследований на микроуровне к макроэкономическим расчетам. Модель 
национальной экономики включает в себя систему уравнений: функции 
потребления, инвестиций заработной платы, л также тождество доходов и 
т.д. Это связано с тем, что макроэкономические показатели, являясь 
обобщающими показателями состояния экономики, чаще всего 
взаимозависимы. Так, расходы на конечное потребление в экономике 
зависят от валового национального дохода. Вместе с тем величина 
валового национального дохода рассматривается как функция 
инвестиций. 

Система уравнений в эконометрических исследованиях может быть 
построена по-разному. 

Возможна система независимых уравнений, когда каждая зави-
симая переменная (y) рассматривается как функция одного и того же 
набора факторов (x): 

 

 
 



 86 

Набор факторов xi в каждом уравнении может варьировать.  
Так, модель вида 

 
 

 
 

также является системой независимых уравнений с тем лишь отличием, 
что в ней набор факторов видоизменяется в уравнениях, входящих в 
систему. Отсутствие того или иного фактора в уравнении системы может 
быть следствием как экономической нецелесообразности его включения в 
модель, так и несущественности его воздействия на результативный 
признак (незначимо значение t-критерия или частного F-критерия для 
данного фактора). 

Примером такой модели может служить модель экономической 
эффективности сельскохозяйственного производства, где в качестве 
зависимых переменных выступают показатели, характеризующие 
эффективность сельскохозяйственного производства, — продуктивность 
коров, себестоимость 1 ц молока, а в качестве факторов - специализация 
хозяйства, количество голов на 100 га пашни, затраты труда и т. п. 

Каждое уравнение системы независимых уравнений может 
рассматриваться самостоятельно. Для нахождения его параметров 
используется метод наименьших квадратов. По существу каждое 
уравнение этой системы является уравнением регрессии. Поскольку 
никогда нет уверенности, что факторы полностью объясняют зависимые 
переменные, то в уравнениях присутствует свободный член a0. Так как 
фактические значения зависимой переменной отличаются от 
теоретических на величину случайной ошибки, то в каждом уравнении 
присутствует величина случайной ошибки. 

В итоге система независимых уравнений при трех зависимых 
переменных и четырех факторах примет вид: 

 
 

Однако если зависимая переменная у одного уравнения выступает в 
виде фактора х в другом уравнении, то исследователь может строить 
модель в виде системы рекурсивных уравнений: 
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В данной системе зависимая переменная у включает в каждое 

последующее уравнение в качестве факторов все зависимые переменные 
предшествующих уравнений наряду с набором собственно факторов х. 
Примером такой системы может служить модель производительности 
труда и фондоотдачи вида: 

 

 
 

где    у1 - производительность труда;  
у2 - фондоотдача;  
х1 - фондовооруженность труда; 
х2 - энерговооруженность труда; 
х3 - квалификация рабочих. 
 
Как и в предыдущей системе, каждое уравнение может рас-

сматриваться самостоятельно, и его параметры определяются методом 
наименьших квадратов (МНК). 

Наибольшее распространение в эконометрических исследованиях 
получила система взаимозависимых уравнений. В ней одни и те же 
зависимые переменные в одних уравнениях входят в левую часть, а в 
других уравнениях — в правую часть системы: 

 

 
 
Система взаимозависимых уравнений получила название системы 

совместных, одновременных уравнений. Тем самым подчеркивается, 
что в системе одни и те же переменные (у) одновременно 
рассматриваются как зависимые в одних уравнениях и как независимые в 
других. В эконометрике эта система уравнений называется также 
структурной формой модели. В отличие от предыдущих систем каждое 
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уравнение системы одновременных уравнений не может рассматриваться 
самостоятельно, и для нахождения его параметров традиционный МНК 
неприменим. С этой целью используются специальные приемы 
оценивания. 

Примером системы одновременных уравнений может служить 
модель динамики цены и заработной платы вида 

 

 
 
где    у1 - темп изменения месячной заработной платы; 
у2 - темп изменения цен; 
x1 - процент безработных; 
х2 - темп изменения постоянного капитала; 
х3 - темп изменения цен на импорт сырья. 
 
Система совместных, одновременных уравнений (или структурная 

форма модели) обычно содержит эндогенные и экзогенные переменные. 
Эндогенные переменные обозначены в приведенной ранее системе 

одновременных уравнений как у. Это зависимые переменные, число 
которых равно числу уравнений в системе. 

Экзогенные переменные обозначаются обычно как х. Это 
предопределенные переменные, влияющие на эндогенные переменные, но 
не зависящие от них. 

Простейшая структурная форма модели имеет вид: 
 

 
 
где  у - эндогенные переменные;    
x - экзогенные переменные. 
 
Классификация переменных на эндогенные и экзогенные зависит от 

теоретической концепции принятой модели. Экономические переменные 
могут выступать в одних моделях как эндогенные, а в других как 
экзогенные переменные. Внеэкономические переменные (например, 
климатические условия) входят в систему как экзогенные переменные. В 
качестве экзогенных переменных могут рассматриваться значения 
эндогенных переменных за предшествующий период времени (лаговые 
переменные). Так, потребление текущего года (y1) может зависеть не 
только от ряда экономических факторов, но и от уровня потребления в 
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предыдущем году (yt-1). 
Структурная форма модели позволяет увидеть влияние изменений 

любой экзогенной переменной на значения эндогенной переменной. 
Целесообразно в качестве экзогенных переменных выбирать такие 
переменные, которые могут быть объектом регулирования. Меняя их и 
управляя ими, можно заранее иметь целевые значения эндогенных 
переменных. 

Структурная форма модели в правой части содержит при 
эндогенных и экзогенных переменных коэффициенты bi и aj (bi -
коэффициент при эндогенной переменной, aj — коэффициент при 
экзогенной переменной), которые называются структурными 
коэффициентами модели. Все переменные в модели выражены в 
отклонениях от среднего уровня, т. е. под х подразумевается   а под у - 
соответственно . Поэтому свободный член в каждом уравнении 
системы отсутствует. 

Использование МНК для оценивания структурных коэффициентов 
модели дает, как принято считать в теории, смещенные и несостоятельные 
оценки. Поэтому обычно для определения структурных коэффициентов 
модели структурная форма модели преобразуется в приведенную форму 
модели. 

Приведенная форма модели представляет собой систему линейных 
функций эндогенных переменных от экзогенных: 

 

 
 
где δi — коэффициенты приведенной формы модели. 
 
По своему виду приведенная форма модели ничем не отличается от 

системы независимых уравнений, параметры которой оцениваются 
традиционным МНК. Применяя МНК, можно оценить δ, а затем оценить 
значения эндогенных переменных через экзогенные. 

Коэффициенты приведенной формы модели представляют собой 
нелинейные функции коэффициентов структурной формы модели. 
Рассмотрим это положение на примере простейшей структурной модели, 
выразив коэффициенты приведенной формы модели (δij) через 
коэффициенты структурной модели (aj и bi). Для упрощения в модель не 
введены случайные переменные. 

Для структурной модели вида 
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приведенная форма модели имеет вид 
 

 
 
в которой у2 из первого уравнения структурной модели можно 

выразить следующим образом: 
 

 
 
Тогда система одновременных уравнений будет представлена как 

 

 
 
Отсюда имеем равенство: 
 

 
или 

 
Тогда 

 
или 

 
 
Таким образом, мы представили первое уравнение структурной 

формы модели в виде уравнения приведенной формы модели: 
 

 
 
Из уравнения следует, что коэффициенты приведенной формы 

модели представляют собой нелинейные соотношения коэффициентов 
структурной формы модели, т. е. 
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 и  

 
Аналогично можно показать, что коэффициенты приведенной 

формы модели второго уравнения системы (δ21 и δ22) также нелинейно 
связаны с коэффициентами структурной модели. Для этого выразим 
переменную y1 из второго структурного уравнения модели как 

 

 
 
Запишем это выражение у, в левой части первого уравнения 

структурной формы модели (4.1): 
 

 
 
Отсюда  
 

 
 
что соответствует уравнению приведенной формы модели: 
 

 
 
т. е.  
 

 и  

  
Эконометрические модели обычно включают в систему не только 

уравнения, отражающие взаимосвязи между отдельными переменными, 
но и выражения тенденции развития явления, а также разного рода 
тождества. Так, в 1947 г., исследуя линейную зависимость потребления (с) 
от дохода (у), Т. Хавельмо предложил одновременно учитывать тождество 
дохода. В этом случае модель имеет вид: 

 
 
где   х - инвестиции в основной капитал и в запасы экспорта и 

импорта;  



 92 

а и b — параметры линейной зависимости с от у. 
 
Их оценки должны учитывать тождество дохода в отличие от 

параметров обычной линейной регрессии. 
В этой модели две эндогенные переменные — с и у и одна 

экзогенная переменная х. Система приведенных уравнений составит: 
 

 
 
Она позволяет получить значения эндогенной переменной с через 

переменную х. Рассчитав коэффициенты приведенной формы модели (А0, 
А1, В0, B1,), можно перейти к коэффициентам структурной модели а и b, 
подставляя в первое уравнение приведённой формы выражение 
переменной х из второго уравнения приведенной формы модели. 
Приведенная форма модели хотя и позволяет получить значения 
эндогенной переменной через значения экзогенных переменных, 
аналитически уступает структурной форме модели, так как в ней 
отсутствуют оценки взаимосвязи между эндогенными переменными. 

 
Тема 14.Оценивание параметров структурной модели 

 
         Коэффициенты структурной модели могут быть оценены 

разными способами в зависимости от вида системы одновременных 
уравнений. Наибольшее распространение в литературе получили 
следующие методы оценивания коэффициентов структурной модели: 

• косвенный метод наименьших квадратов; 
• двухшаговый  метод наименьших квадратов; 
• трехшаговый метод наименьших квадратов; 
• метод максимального правдоподобия с полной информацией; 
• метод максимального правдоподобия при ограниченной 

информации. 
     Косвенный и двухшаговый методы наименьших квадратов 

подробно описаны в литературе и рассматриваются как традиционные 
методы оценки коэффициентов структурной модели. Эти методы 
достаточно легкореализуемы. Косвенный метод наименьших квадратов 
(КМНК) применяется для идентифицируемой системы одновременных 
уравнений, а двухшаговый метод наименьших квадратов (ДМНК) 
используется для оценки коэффициентов сверхидентифицируемой 
модели. Перечисленные методы оценивания также используется  для    
сверхидентифицируемых систем уравнений. 
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    Метод максимального правдоподобия рассматривается как 
наиболее общий метод оценивания, результаты которого при нормальном 
распределении признаков совпадают с МНК. Однако при большом числе 
уравнений системы этот метод приводит к достаточно сложным  
вычислительным процедурам. Поэтому в качестве модификации 
используется метод максимального правдоподобия  при ограниченной 
информации (метод наименьшего дисперсионного отношения), 
разработанный в 1949 г.Т.Андерсоном и Н.Рубиным. Математическое 
описание метода дано, например, в работе Дж.Джонстона. 

    В отличии от метода максимального правдоподобия  в данном 
методе сняты  ограничения на параметры, связанные с 
функционированием системы в целом. Это делает решение более 
простым, но трудоемкость вычислений остается достаточно высокой. 
Несмотря на его значительную популярность , к середине 60-х годов он 
был практически вытеснен двухшаговым методом наименьших квадратов 
(ДНМК) в связи с гораздо большей простой последнего. Этому 
способсвовала  также разработка в 1961 г. Г. Тейлом семейства оценок 
коэффициентов структурной модели. Для  структурной  модели  Г. Тейл 
определил  семейство  оценок класса К  и показал, что оно включает три 
важных  оператора оценивания: обычный МНК при  К=0, ДМНК при  К 
=1 и метод ограниченной информации при  plim К=1.В последнем случае 
решение структурной модели соответствует оценкам по ДНМК.  

     Дальнейшим развитием  ДМНК является трехшаговый МНК 
(ТМНК), предложенный в 1962 г. А. Зельнером и Г. Тейлом.  Этот  метод 
оценивания  пригоден для всех видов  уравнений структурной   модели. 
Однако при некоторых ограничениях на параметры более эффективным 
оказывается ДМНК. С концепцией данного метода можно ознакомиться в 
работе Дж. Джонстона.  

 
Косвенный метод наименьших квадратов (КМНК) 
     Как уже отмечалось, КМНК применяется в случае точно 

идентифицируемой структурной модели. Процедура применения  КМНК 
предполагает выполнения следующих этапов работы. 

1. Структурная модель преобразовывается  в приведенную  
форму модели. 

2. Для каждого уравнения приведенной формы модели 
обычным  МНК оцениваются приведенные коэффициенты ( ijδ ). 

3. Коэффициенты приведенной формы модели 
трансформируются  в параметры структурной модели. 
 

    Рассмотрим применение КМНК для простейшей 
идентифицируемой эконометрической модели с двумя эндогенными и 
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двумя экзогенными переменными: 
     

                                  




++=
++=

22221212

11112121

ε
ε

xayby

xayby
 

     Пусть для построения данной модели мы располагаем некоторой 
информацией по пяти регионам: 
  Регион         1y           2y           1x          2x  

  1                   2                              5                      1                        3 
          2                   3                              6                      2                         1 
          3                   4                              7                     3                          2 
          4                   5                              8                       2                        5 
          5                   6                              5                         4                      6 
  Среднее               4                             6,2                     2,4                    3,4 

 
      Приведенная форма модели составит: 
                                  

                                




++=
++=

22222212

12121111

uxxy

uxxy

δδ
δδ

 

где 21,uu  - случайные ошибки приведенной формы модели. 
      Для каждого уравнения  приведенной формы модели применяем 

традиционный МНК и определяем δ - коэффициенты.  
       Чтобы упростить процедуру расчетов, можно работать  с 

отклонениями от средних уровней, т.е.  yyy −=   и   xxx −= . Тогда для 
первого уравнения приведенной формы  модели система нормальных 
уравнений составит: 

                                






+=

+=

∑ ∑ ∑
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2
212211121

2112
2
11111

xxxxy

xxxxy

δδ

δδ
 

       Применительно к рассматриваемому примеру, используя 
отклонения от средних уровней, имеем: 

          

                                




+⋅=
+⋅=

1211

1211

2.172.410

2.42.56

δδ
δδ

       

       Решая данную систему, получим следующее первое уравнение 
приведенной формы модели: 

                                  1211 373.0852.0 uxxy ++=   
      Аналогично применяем МНК для второго уравнения 

приведенной формы модели, получим: 
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                                  22221212 uxxy ++= δδ  
       Система нормальных уравнений составит: 

                                    






+=

+=

∑ ∑ ∑
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2
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2
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xxxxy
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        Применительно к нашему примеру имеем: 
                        

                                        




+=−
+=−

2221

2221

2.172.44.0

2.42.54.0

δδ
δδ

 

      Откуда второе приведенное уравнение составит: 
                                         2212 00557.0072.0 uxxy +−−=  
Таким образом, приведенная форма модели имеет вид: 

                                         




+−=
++=

2212
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uxxy
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    Переходим от приведенной формы модели к структурной форме 
модели, т.е. к системе уравнений: 

                                         




++=
++=

22221212
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ε
ε

xayby

xayby
 

    Для этой цели из первого уравнения приведенной формы модели 
надо исключить 2x , выразив его из второго уравнения приведенной формы 
и подставив в первое: 

                                       
00557.0

072.0 21
2

yx
x

−−
=  

       Тогда  
                                      

                              






 −−
+=

00557.0

072.0
373.0852.0ˆ 21

11

yx
xy     

 
     121 970.3966.66ˆ xyy −−=  -первое уравнение структурной модели. 

Чтобы найти второе уравнение структурной модели, обратимся вновь к 
приведенной форме модели. Для этой цели из второго уравнения  
приведенной формы  модели следует исключить 1x , выразив его через 
первое уравнение и подставив во второе: 

                                    
852.0

373.0 21
1

xy
x

−
=  

 и 

                                    2
21

2 00557.0
852.0

373.0
072.0ˆ x

xy
y −







 −
−=  
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   212 026.0085.0ˆ xyy +−= -второе уравнение структурной формы модели. 
   Итак, структурная  форма модели имеет вид: 

                                     




++−=
+−−=

2212

1121

026.0085.0
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ε
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xyy
 

 Эту же систему можно записать, включив в нее свободный член 
уравнения, т.е. перейти от переменных в виде отклонений от среднего 
уровня к исходным  переменным  y и x/ 

       Свободные члены  уравнений определим по формулам: 
                                    717.428111212101

=−−= xaybyA  

                                    451.6222121202
=−−= xaybyA  

        Тогда структурная  модель имеет вид: 

                                       

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970.3966.66717.428

ε
ε

xyy

xyy
 

    При обработке по программе DSTAT система приведенных 
уравнений отсутствует, сразу же выдается структурная  модель. 

    Оценка значимости модели дается через  F-критерий и 2R для 
каждого уравнения в отдельности. В рассматриваемом  примере хороших 
результатов  достичь не удалось: ввиду малого числа наблюдений 
значения F-критерия Фишера несущественны  (при уровне значимости 
0,05 F-табличное значение  равно 19, а фактическое F = 7 для первого 
уравнения). 

    Если к каждому уравнению структурной формы модели 
применить традиционный   МНК, то результаты будут резко отличаться: 

        

                           

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+−+=
+++−=
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ε
ε

xyy
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    Как   видим, не совпадают даже знаки коэффициентов  при 

переменных: в первом уравнении структурной формы коэффициенты 
меньше нуля, а  в уравнении регрессии больше нуля; во втором уравнении 
обратное воздействие 1y   на  2y  в структурной  модели  сменяется на 
прямое в уравнении  регрессии, а  с фактором  2x  наоборот.  

    Различия между коэффициентами  регрессии  и структурными 
коэффициентами  модели численно могут быть и менее  существенными. 
Так, например, Г. Тинтнер, рассматривая статическую модель  Кейнса для 
австрийской экономики за 1948-1956 гг., получил функцию потребления  
классическим   МНК  в виде  6.71782.0 += yC ,  а используя  КМНК, 

                      212.73781.0 += yC  
     При сравнении результатов, полученных  традиционным МНК и с 
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помощью КМНК, следует иметь в виду, что  традиционный МНК, 
применяемый к каждому уравнению структурной формы модели, взятому 
в отдельности, дает смещенные оценки  структурных коэффициентов. Как  
показал Т. Хаавельмо, рассматривая две взаимосвязанные регрессии:  

                                           




+=
+=

2

1

ε
ε

byx

axy
 

коэффициентов  регрессии отличается от структурного 
коэффициента и совпадает с ним только в одном частном случае, когда  
переменная   y  не содержит ошибок (т.е. 01 =ε ), а  ошибки переменной  x  
имеют дисперсию, равную единице. 

     Кроме того, при интерпретации  коэффициентов  множественной 
регрессии предполагается независимость факторов друг от друга, что 
становится  невозможным при рассмотрении системы совместных 
уравнений. Так, в нашем  примере уравнение регрессии 

121 192.1364.009.1ˆ xyy ++−=   показывает, что с ростом 1x  на единицу 1y  
возрастает в среднем  на 1,192 ед. при неизменном уровне значения  2y . 
Между тем в соответствии  с системой  одновременных уравнений 
переменная 2y   не может быть неизменной, ибо она в свою очередь 
зависит от 1y . 

      Нарушение предпосылки  независимости фактора друг от друга 
при использовании традиционного МНК в системе одновременных 
уравнений приводить к несостоятельности  оценок структурных 
коэффициентов;  в ряде случаев они оказываются  экономически 
бессмысленными. Опасность таких результатов возрастает при 
увеличении числа эндогенных  переменных  в правой части системы, ибо 
становится  невозможным расщепить  совместное  влияние эндогенных 
переменных и видеть изолированные  меры их воздействия в соответствии  
с предпосылками традиционного МНК. 

     Компьютерная программа применения КМНК предполагает, что 
система  уравнений содержит в правой части в каждом уравнении как 
эндогенные, так и экзогенные переменные. Между тем  могут быть 
системы, в которых в одной из уравнений, например, отсутствует 
экзогенные переменные. Так, раньше рассматривалась модель экономики 
страны с четырьмя  эндогенными и двумя экзогенными переменными, в 
котором  в первом уравнении системы не содержалось ни одной 
экзогенной переменной. Для такой модели непосредственное получение 
структурных  коэффициентов невозможно. В этом случае сначала 
определяется система приведенной формы модели, решаемая обычным  
МНК, а затем путем алгебраических преобразований переходя к 
коэффициентам    структурной модели. 
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        Если система  сверхидентифицируема, то КМНК не 
используется, ибо он не дает однозначных оценок для параметров 
структурной модели. В этом случае могут использоваться  разные методы 
оценивания, среди которых наиболее распространенным и простым 
является двухшаговый метод наименьших квадратов (ДМНК). 

      Основная идея ДМНК – на основе приведенной формы модели 
получить для сверхидентифицируемого  уравнения теоретические 
значения эндогенных переменных, содержащихся в правой части 
уравнения. 

      Далее, подставив их вместо фактических значений, можно 
применить  обычный  МНК к структурной форме 
сверхидентифицируемого уравнения. Метод    получил название 
двухшагового МНК, ибо дважды используется МНК: на первом шаге при 
определении приведенной  формы модели и нахождении на ее основе 
оценок теоретических значений эндогенной переменной   

jijiii xxxy ⋅++⋅+⋅= δδδ K2211ˆ  и на втором шаге применительно к 
структурному сверхидентифицируемому уравнению при определении 
структурных коэффициентов модели по данным теоретических 
(расчетных ) значений эндогенных переменных. 

      Сверхидентифицируемая  структурная модель может быть двух 
типов: 

• все  уравнения системы сверхидентифицируемы; 
• система содержит наряду со  сверхидентифицируемыми 

точно идентифицируемые уравнения. 
      Если все уравнения системы сверхидентифицируемые,  то для 

оценки структурных коэффициентов каждого уравнения используется 
ДМНК. Если в системе есть точно идентифицируемые уравнения, то 
структурные коэффициенты по ним находятся из системы приведенных 
уравнений. 

     Применим ДМНК к простейшей сверхидентифицируемой  
модели: 

                                
( )





+⋅+⋅=
++⋅=

22221212

112121

ε
ε

xayby

xyby
 

     Данная модель может быть получена из предыдущей 
идентифицируемой модели: 

                                




+⋅+⋅=
+⋅+⋅=

22221212

11112121

ε
ε

xayby

xayby
 

если наложить ограничения  на ее параметры, а именно: 

                                              1112 ab =  
     В результате первое уравнение стало сверхидентифициремым:  
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)(1),(1 21 xDyY ==  и  HD >+1 . Второе уравнение не изменилось и 
является точно идентифицируемым:  2=H  и  HDD =+= 1,1 . 

     На первом шаге найдем приведенную форму модели, а именно:  

                                




+⋅+⋅=
+⋅+⋅=

22221212

12121111

uxxy

uxxy

δδ
δδ

 

       Предполагаем использование тех же исходных данных, что в 
предыдущем примере, получим ту же систему приведенных уравнений:  

                               




+⋅−⋅−=
+⋅+⋅=

2212

1211

00557.0072.0

373.0852.0

uxxy

uxxy
 

     На основе второго уравнения данной системы можно найти 
теоретического значения для  эндогенной переменной  2y , т.е.  2ŷ . 

                               2212 00557.0072.0 uxxy +⋅−⋅−=  
подставляем  значения  1x  и  2x  (в нашем примере это отклонения  от 

средних уровней ). Оценки для эндогенной  переменной  2y  приведены  в  
табл. (гр.3). 

                                                                                                                        
                                  Расчетные данные для второго шага ДМНК 

       1x         2x         2ŷ  zxy =+ 12ˆ           1y       zy1        2z  
         1          2                  3        4         5           6         7 
     -1.4              -0.4           0.103          -1.297          -2          2.594         1.682 
     -0.4              -2.4           0.042          -0.358          -1          0.358         0.128 
      0.6              -1.4          -0.035           0.565           0              0             0.319 
     -0.4               1.6           0.020          -0.380           1          -0.380         0.144 
      1.6               2.6          -0.130           1.470           2            2.940         2.161 
        ∑0          0         0           0          0       5.512      4.434 

 
      После того как найдены оценки эндогенной переменной  2y , 

обратимся к сверхидентифицируемому структурному уравнению  
                                  ( )12121 xyby +⋅=  
      Заменяя фактические значения  2y  их оценкам  2ŷ , найдем 

значения новой переменной 
                                       zxy =+ 12ˆ  
     Далее применяем МНК к уравнению  

                                       zby ⋅= 121  
т.е. 
                                         ∑∑ ⋅= 2

121 zbzy  
   
Откуда  
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                                         243.1
434.4

512.5
2

1
12 ===

∑
∑

z

zy
b  

Таким образом, сверхидентифицируемое структурное уравнение 
составит: 

                                        ( )121 243.1 xyy +⋅=         
      Ввиду того, что второе уравнение нашей системы не изменилось, 

то его структурная  форма, найденная из системы приведенных 
уравнений, та же: 

                                          212 026.0085.0 xyy ⋅+⋅−=                   
     В целом рассматриваемая система  одновременных уравнений 

составит: 

                                       
( )





⋅+⋅−=
+⋅=

212

121

026.0085.0

243.1

xyy

xyy
  

     ДМНК является  наиболее общим и широко  распространенным 
методом решения системы одновременных  уравнений. Для точно 
идентифицируемых уравнений ДМНК дает тот же результат, что и КМНК. 
Поэтому в ряде компьютерных программ, например DSTAT, для решения 
системы одновременных уравнений рассматривается лишь ДМНК. 

        Решение сверхидентифицируемой модели на компьютере 
построено на предположении, что при каждой переменной в правой части 
системы имеется свой структурный коэффициент. Если же в модель 
вводятся ограничения на параметры, как в рассмотренном примере  

1112 ab = , то программа DSTAT не работает. Структурная модель может 
принимать любой вид, но без ограничений на параметры. При этом 
должно выполняться счетное правило идентификации: HD >+1 . Так, если 
структурная  модель имеет вид:  

                                  






+⋅+⋅+⋅+=

+⋅+⋅+=

232322212102

111121201

2

1

ε
ε

xaxaybAy

xaybAy
 

где  первое уравнение сверхидентифицируемо, а второе – точно 
идентифицируемо, то реализация модели в ППП DSTAT оказывается 
следующей. 

     Последовательно ДМНК применяется к каждому уравнению. 
Эндогенная переменная, находящаяся в левой части системы, 
рассматривается  как зависимая переменная, а переменные, содержащиеся 
в правой части системы (эндогенные и экзогенные),-как факторы, которые 
должны быть пронумерованы. Так, при вводе информации о переменных в 
последовательности  32121 ,,,, xxxyy   для первого уравнения имеем:   2y  -

фактор2; 1x  - фактор3. 
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 Далее отвечаем на следующие вопросы программы DSTAT. 
        Эндогенная переменная – это фактор №? Ответ: 2. 
        Экзогенная переменная, входящая в уравнение, - это фактор №?  

Ответ: 3. 
        Не входящая в уравнение экзогенная  переменная – это  фактор 

№? Ответ: 4. 
        Не входящая в уравнение экзогенная  переменная  - это фактор 

№? Ответ: 5. 
        По окончании процедуры выдается уравнение  
                                

101112121ˆ Axayby +⋅+⋅=        
и приводится  оценка его качества через  F- критерий Фишера, 

относительную ошибку аппроксимации и оценки значимости  
структурных коэффициентов модели через  t- критерий  Стъюдента. 

     Аналогично поступаем со вторым уравнением системы. В нем 
соответственно эндогенная переменная  1y   рассматривается  как  фактор 
1, а экзогенные переменные  2x  и 3x  - как фактор 4 и 5. Не входящая в 
уравнение экзогенная переменная 1x  обозначается  как фактор 3. В 
результате получим искомое уравнение  

                                      
203232221212ˆ Axaxayby +⋅+⋅+⋅=   

     Не смотря на важность системы эконометрических уравнений, на 
практике часто не принимают во внимание некоторые взаимосвязи, 
применение  традиционного МНК к одному или нескольким уравнениям 
также широко распространено  в эконометрике. В частности, при 
построении  производственных функций анализ спроса можно вести, 
используя обычный МНК. 

 
 

 
8. Задания для текущего контроля усвоения материала 

8.1 Задачи по дисциплине. 
Тема 1. Регрессионные модели с одним уравнением 

 
1. Линейная регрессия. 

 
Вопросы построения и использования эконометрических моделей 

рассмотрим более подробно на примере линейных регрессионных 
моделей. 

 
Задача 1.1. 

        
       Рассмотрим  группу предприятий, выпускающих один и тот же 
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вид продукции. Информация, необходимая для расчетов  представлена в 
таблице 

 
№ 

предприятия 
Выпуск 

продукции 
тыс.ед.(x) 

Затраты на 
производство 
млн. руб.(y) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

1 
2 
4 
3 
5 
3 
4 

30 
70 
150 
100 
170 
100 
150 

 
Требуется: 

1.Построить функцию издержек  ε++= bxay  (линейное уравнение 
парной регрессии y от x). Сделать вывод о влиянии фактора x  на y. 

2.Рассчитать линейный коэффициент парной корреляции и 
детерминации. 

3.Оценить статистическую значимость параметров регрессии и 
корреляции. 

4.Выполнить прогноз затрат на производство y при прогнозируемом 
значении выпуска продукции x, равном  5 тыс. ед. 

5.Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 
доверительный интервал. 

 
        Решение. 
 

          Для построения уравнения регрессии необходимо оценить ее 
параметры. Для оценки параметров линейной регрессии применяется метод 
наименьших квадратов (МНК). МНК позволяет получать такие оценки 
параметров   a  и b , при которых сумма квадратов отклонений 
фактических значений результативного признака ( y ) от расчетных 

(теоретических) значений  xŷ минимальна. 
           После применения данного метода и  соответствующих 

преобразований, получили следующую  систему нормальных  уравнений  
для оценки параметров   а  и b . 
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      Для составления системы произведем расчеты в 
таблице 

 
№ 

предприятия 
Выпуск 

продукции 
тыс.ед.(x) 

Затраты на 
производство 
млн. руб.(y) 

yx 2x  
2y  xŷ  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

1 
2 
4 
3 
5 
3 
4 

30 
70 
150 
100 
170 
100 
150 

30 
140 
600 
300 
850 
300 
600 

1 
4 
16 
9 
25 
9 
16 

900 
4900 
22500 
10000 
28900 
10000 
22500 

31,1 
67,9 
141,6 
104,7 
178,4 
104,7 
141,6 

Итого 22 
 

770 2820 80 9970 770,0 

 
 Система нормальных уравнений будет иметь вид: 





=+
=+

.28208022

,770227

ba

ba
 

 
Решив систему, получим: а = -5,79, b=36,84. 
 Запишем уравнение регрессии: 

xyx ⋅+−= ,843679,5ˆ  

   Итак, получили, что в функции издержек коэффициент 
регрессии равен 36,84. 
 Это означает, что с увеличением объема продукции на 1 

тыс. ед. издержки производства возрастут в среднем 
на 36,84 млн.руб. 
 
2.Уравнение регрессии всегда дополняется показателем 

тесноты связи. При использовании линейной регрессии в 
качестве такого показателя выступает линейный 
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коэффициент корреляции xyr . Существуют разные 

модификации формулы линейного коэффициента 
корреляции. Воспользуемся следующей: 

yxyxy

x
yx

xyyxyx
br

σσσσσ
σ

⋅
⋅−=

⋅
== ),cov(

 

Как известно, линейный коэффициент корреляции находится 

в границах: 11 ≤≤− xyr . Если коэффициент  регрессии b>0 то 

10 ≤≤ xyr   и наоборот при b<0, 01 ≤≤− xyr . 

 
Итак, получили, что величина линейного коэффициента 
корреляции составила 0,991, что достаточно близко к 1 и 
означает наличие очень тесной зависимости затрат на 
производство от величины объема выпущенной продукции.  
Коэффициент детерминации характеризует долю дисперсии 

результативного признака y объясняемую регрессией, в общей 

дисперсии результативного признака  
общy

объяснy
xyr 2

2
2

σ
σ

=
. 

Соответственно величина 
21 r−  характеризует долю 

дисперсии y, вызванную влиянием остальных неучтенных в 
модели факторов.  

В нашем примере 982,02 =r .  

Следовательно, уравнением регрессии объясняется 
98,2% дисперсии результативного признака, а на долю 
прочих факторов приходится лишь 1,8%  ее 
дисперсии (т.е. остаточная дисперсия).  
 

3. После того как найдено уравнение регрессии, проводится оценка 
значимости как уравнение в целом, так и отдельных его параметров. 

Оценка значимости уравнения регрессии в целом дается с помощью 
F-критерия Фишера. При этом выдвигается нулевая гипотеза, что 
коэффициент регрессии равен нулю, т.е. b=0, и, следовательно, фактор x 
не оказывает влияние на результат y. 

Непосредственному расчету F-критерия предшествует анализ 
дисперсии. Центральное место в нем занимает разложение общей суммы 

квадратов отклонений переменной y от среднего значения 
−
y  на две части 

– «объясненную» и «необъясненную»: 
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2
^

22 )()ˆ()( ∑∑∑ −+−=−
−−

xx yyyyyy                      

Общая сумма          объясненная сумма              остаточная сумма 
квадратов          =   квадратов                  +             квадратов 
отклонений             отклонений                             отклонений 
 
Разделив каждую сумму квадратов на соответствующее  ей число 

степеней  свободы, получим средний квадрат отклонений, или, что то же 
самое, дисперсию на одну степень свободы D.  

Добщ  =
1

)( 2

−
−∑

n

yy
 

Дфакт  = 
1

)ˆ( 2∑ − yyx
 

Дост  = 
2

)ˆ( 2

−
−∑

n

yy x
 

Определение дисперсии на одну степень свободы  приводит 
дисперсии к сравнимому виду. Сопоставляя факторную и остаточную 
дисперсии в расчете на одну степень свободы получим величину F-
отношения (F-критерия). 

F=
ост

факт

Д

Д
 

Где F-критерий для проверки нулевой гипотезы  Н0: Дфакт = Дост 

Вычисленное значение  F-отношения признается достоверным  
(отмеченным от единицы), если оно больше табличного. В этом случае 
нулевая гипотеза от отсутствии  связи признаков отклоняется и делается 
вывод о существенности этой связи: Fфакт> Fтаб. Но- отклоняется. 

 
Если же величина окажется меньше табличного  Fфакт< Fтаб, то 

вероятность нулевой гипотезы  выше заданного уровня (например,0,05) и 
она не может быть отклонена без серьезного риска сделать неправильный 
вывод о наличии связи. Этом случае уравнение регрессии считается 
статистически не значимым. Но не отклоняется в рассмотренном примере; 

      15000110799700)( 2222 =⋅−=−=− ∑∑ ynyyy  

Общая сумма квадратов; 

14735))7/22(780(84.36)()ˆ( 22222 =⋅−⋅=−=− ∑∑ xxbyyx  
Факториальная сумма квадратов; 

∑ − )(
^

xyy =15000-14735=235 - остаточная сумма квадратов; 
 Дфакт =14735 
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 Дост =265:5=53 
F=14735/53=278 

26,16;61,6 01,005,0 == == αα FF  
Поскольку Fфакт > Fтабл , как при 1%-ом  так при 5%-ом уровне 

значимости уравнения регрессии  (связь доказана). 
 
В линейной регрессии обычно оценивается значимость не только 

уравнения в целом, но и отдельных  его параметров. С этой целью по 
каждому из параметров определяется его стандартная ошибка am  

Стандартная ошибка коэффициента регрессии определяется по 
формуле     

∑∑
∑

−
=

−

−−
=

2

2

2

2
^

)()(

)2/()(

xx

S

xx

nyy
m x

b  

 
 
Где 2S - остаточная дисперсия на одну степень свободы. 
Для нашего примера величина стандартной ошибки коэффициента 

регрессии составила:  

21.2
857.10

53 ==bm  

Величина  стандартной ошибки совместно с t- распределением 
Стьюдента  при n-2 степенях свободы применяется для проверки 
существенности коэффициента регрессии и для расчета его 
доверительных интервалов. 

Для оценки существенности коэффициента регрессии его величина 
сравнивается  с его стандартной  ошибки, т.е. определяется фактическое 

значение t-критерия Стьюдента:  
b

b m

b
t =  , которое затем сравнивается с 

табличным значением при определенном  уровне значимости  α  и числе 
степеней  свободы(n-2). 

В рассматриваемом примере фактическое значение t-критерия для  

коэффициента регрессии составило: 67.16
21,2

84.36 ==bt .  Этот же результат 

получим, извлекая квадратный корень из найденного ранее F-критерия, 

т.е. 67.16278=== Frb . 

При 05,0=α (для двустороннего критерия) и число степеней 

свободы табличное значение 57.2=bt , так как фактическое значение t-
критерия  превышает табличное, то следовательно, гипотезу о 
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несущественности коэффициента регрессии можно отклонить. 
Доверительный интервал для коэффициента регрессии в примере  

составят 5,6836,842.212,5736,84 ±=⋅±  
 

 
           4.Величина коэффициента детерминации служит 

одним из критериев оценки качества линейной модели. Чем 
больше доля объясненной вариации, тем соответственно 
меньше роль прочих факторов, и, следовательно, линейная 
модель хорошо аппроксимирует исходные данные и ею можно 
воспользоваться для прогноза значений результативного 
признака.  

   Так полагая, что объем продукции предприятия может 
составить 5 тыс.ед. прогнозное значение для издержек 
производства окажется равным 

                 млн.руб. 178,45,843679,5ˆ =⋅+−=xy  
5. Доверительный интервал для коэффициента регрессии в примере  

составят 5,6836,842.212,5736,84 ±=⋅±  
 

 
Задача 1.2. 
 
    По семи территориям Уральского района за 199Х г. известны 

значения двух признаков. 
 

Район Расходы на покупку 
продовольственных 
товаров в общих 
расходах ,% , y 

Среднедневная 
заработная плата 
одного работающего, 
руб., x 

Удмуртская респ. 68,8 45,1 
Свердловская обл. 61,2 59,0 
Башкортостан 59,9 57,2 
Челябинская обл. 56,7 61,8 
Пермская обл. 55,0 58,8 
Курганская обл. 54,3 47,2 
Оренбургская обл. 49,3 55,2 

 
Требуется: 

1. Построить уравнение линейной регрессии. Сделать вывод 
о влиянии фактора x  на y. 
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2. Рассчитать линейные коэффициенты парной корреляции 
и детерминации. Сделать  соответствующую  экономическую 
интерпретацию коэффициентов. 

3. Рассчитать ошибку аппроксимации . Сделать  
соответствующий вывод. 

4. Дать оценку полученного уравнения на основе F-
критерия Фишера. 

 
Решение. 
 

Для расчета параметров a и b линейной регрессии ε++= bxay   
воспользуемся следующими формулами: 

.
),cov(

, 222
xx

xyxyyx
bxbya

x −
⋅−⋅==⋅−=

σ  

Построим расчетную таблицу 
 

 iy  ix  iy ix  
2
ix

 2
iy

 
xŷ  

xyy ˆ−

 Ai 

1 68,8 45,1 3102,88 2034,01 4733,44 61,3 7,5 10,9 
2 61,2 59,0 3610,8 3481,00 3745,44 56,5 4,7 7,7 
3 59,9 57,2 3426,28 3271,84 3588,01 57,1 2,8 4,7 
4 56,7 61,8 3504,06 3819,24 3214,89 55,5 1,2 2,1 
5 55,0 58,8 3234,00 3451,44 3025,00 56,5 -1,5 2,7 
6 54,3 47,2 2562,96 2227,84 2948,49 60,5 -6,2 11,4 
7 49,3 55,2 2721,36 3047,04 2430,49 57,8 -8,5 17,2 

Итого 
405,

2 
384,

3 
22162,3

4 
21338,4

1 
23685,7

6 
405,

2 0 56,7 
Среднее 
значение 

57,8
9 54,9 3166,05 3048,34 3383,68   8,1 

σ 5,74 5,86       

σ 2 
32,9

2 
34,3

4       
  

Рассчитаем параметры линейной регрессии 

( ) .77,2577254,90,35278-57,89

,-0,35278
54,93048,34

54,957,893166,05
2

=⋅−=

=
−

⋅−==

a

b
  

Итак, получили уравнение линейной регрессии 



 109 

xyx ⋅= 0,35278-77,25772ˆ  
Вывод : 
С увеличением среднедневной заработной платы на 1 руб. доля 

расходов на покупку продовольственных товаров снижается в среднем 
на 0,35 %-ных пункта.  

 
2. Рассчитаем линейный коэффициент парной корреляции по одной 

из следующих формул : 

yxyxy

x
yx

xyyxyx
br

σσσσσ
σ

⋅
⋅−=

⋅
== ),cov(

 

.-0,36016
5,74

5,86
-0,35278 ==yxr  

Так как, линейный коэффициент парной корреляции 7,0<yxr и 

отрицательный, то можно сделать вывод , что связь признаков умеренная 
и обратная.  

Определим коэффициент детерминации: 

         .0,129713-0,36016)( 22 ==yxr    
  3.  Найдем величину средней ошибки аппроксимации  Ā по 

следующей формуле : 

.%100
ˆ11

11

⋅
−

== ∑∑
==

n

i i

i
n

i
i y

yy

n
A

n
A  

Сначала определим теоретические (расчетные) значения  ŷ(x) , 
подставляя в уравнение регрессии фактические значения x (см. расчетную 
таблицу). 

Итак, величина средней ошибки аппроксимации  Ā равна: 
 

.%1,8%100
7,56 =⋅==

n
A  

Вывод:  расчетные значения отклоняются от фактических в 
среднем на 8,1%. 

4.Оценка качества уравнения регрессии с помощью F-критерия 
Фишера состоит проверке гипотезы H0 о статистической незначимости 
уравнения регрессии и показателя тесноты связи. Для этого выполняется 
сравнение фактического Fфакт и критического (табличного) Fтабл значений 
F-критерия Фишера. Fфакт определим по формуле: 

.)2(
1

F
2

2

факт −⋅
−

= n
r

r

xy

xy
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Итак, получим 

.0,745232)27(
0,1297131

0,129713
Fфакт =−⋅

−
=  

Выпишем из приложения табличное значение при уровне 
значимости α=0,05 . 

Fтабл =6,61. 
Так как, Fтабл> Fфакт , то гипотеза не отклоняется и признается 

статистическая незначимость , ненадежность уравнения регрессии. 
Необходимо принять гипотезу о случайной природе выявленной 
зависимости и статистической незначимости параметров уравнения 
и показателя тесноты связи. 

 
 

Контрольные вопросы 
 

1.Дайте определение эконометрики. 
2. Что является центральной проблемой эконометрики? 
3. С какими науками связана эконометрика? 
4. Решение, каких проблем включает в себя 

эконометрическое исследование? 
5. Каковы этапы эконометрического исследования? 
6. Какие основные классы эконометрических моделей 

можно выделить? 
7. Что такое линейная регрессия? 
8. Почему линейная регрессия широко применяется в 

эконометрике? 
9. Что значит построить линейную регрессию? 

10. Какие существуют методы оценки параметров линейной 
регрессии? 

11. В чем суть метода наименьших квадратов? 
12. Записать систему нормальных уравнений для нахождения 

параметров линейной регрессии. 
13. Какие существуют готовые формулы для нахождения 

параметров линейной регрессии? 
14. Что такое коэффициент регрессии? Его экономический 

смысл? 
15. Чем дополняется уравнение линейной регрессии? Какие 

существуют формулы вычисления коэффициента корреляции? 
16. Что показывает коэффициент детерминации? Как его 

рассчитать? 
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17. С помощью какого критерия проводится оценка 
существенности уравнения линейной регрессии в целом? Что при 
этом выдвигается? 

18. Как вычисляется фактическое значение F-критерия? С 
чем его сравнивают? 

19. В каких случаях отклоняется нулевая гипотеза? В каких 
случаях принимается нулевая гипотеза? Какой вывод делается в этих 
случаях? 

20. Как оценивается значимость параметров линейной 
регрессии? Какой критерий используется? По каким формулам 
вычисляется стандартные ошибки?  

 
2. Нелинейная регрессия. 

 
         Многие экономические процессы наилучшим образом 

описываются нелинейными соотношениями, например нелинейными 
функциями спроса и производственными функциями? 

Задача 2.1. 
 

По семи территориям Уральского района за 199Х г. известны 
значения двух признаков. 

 
Район Расходы на покупку 

продовольственных 
товаров в общих 
расходах ,% , y 

Среднедневная 
заработная плата 
одного работающего, 
руб., x 

Удмуртская респ. 68,8 45,1 
Свердловская обл. 61,2 59,0 
Башкортостан 59,9 57,2 
Челябинская обл. 56,7 61,8 
Пермская обл. 55,0 58,8 
Курганская обл. 54,3 47,2 
Оренбургская обл. 49,3 55,2 

 
Требуется: 

1. Построить следующие регрессионные уравнения: 
-гиперболу; 
-степенную регрессию; 
-показательную. 
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2. Для каждого уравнения найдите коэффициенты 
корреляции и детерминации, F-критерий Фишера, среднюю ошибку 
аппроксимации. Сделать  соответствующие выводы. 

 
Решение. 

1. Уравнение равносторонней гиперболы x
bay

1+=  можно 

привести к линейному виду, сделав замену: x
z

1=  . Тогда получим 

следующее линейное уравнение zbay ⋅+=  
Для расчетов используем данные следующей таблицы: 

 y x
z

1=  yz z2 y2 
1 68,8 0,0222 1,5255 0,000492 4733,44 
2 61,2 0,0169 1,0373 0,000287 3745,44 
3 59,9 0,0175 1,0472 0,000306 3588,01 
4 56,7 0,0162 0,9175 0,000262 3214,89 
5 55,0 0,0170 0,9354 0,000289 3025,00 
6 54,3 0,0212 1,1504 0,000449 2948,49 
7 49,3 0,0181 0,8931 0,000328 2430,49 

Итого 405,2 0,1291 7,0564 0,002413 23685,76 
Среднее 
значение 57,89 0,0184 1,0723 0,000345 3383,68 

σ 5,74 0,002145    
σ 2 32,95 0,000005    
 
Значения параметров  регрессии a и b , вычислим по формулам: 

., 22 zz

zyzy
bzbya

−
⋅−⋅==⋅−=  

 

.5,380184,04,105157,89

,4,1051
0184,00,000345

0184,057,891,0723
2

=⋅−=

≈
−

⋅−==

a

b
 

Получено уравнение 
x

yx

1
4,10515,38ˆ ⋅+=  

        Подставляя в данное уравнение фактические значения  x, 
получаем теоретические значения результата. По ним рассчитаем 
показатели тесноты связи - индекс корреляции ρxy и среднюю ошибку 
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аппроксимации Āi 

 
 

 
xŷ

 

y −
 

ˆ( yy −
 

A
 i 

1 
6

1,8 
7,

0 
49,0

0 
1

0,2 

2 
5

6,3 
4,

9 
24,0

1 
8

,0 

3 
5

6,9 
3,

0 9,00 
5

,0 

4 
5

5,5 
1,

2 1,44 
2

,1 

5 
5

6,4 
-

1,4 1,96 
2

,5 

6 
6

0,8 
-

6,5 
42,2

5 
1

2,0 

7 
5

7,5 
-

8,2 
67,2

4 
1

6,6 

Итого 
4

05,2 
0,

0 
194,

90 
5

6,5 
Средн

ее 
значение   

27,8
4 

8
,1 

 
Индекс корреляции рассчитаем по формуле: 

∑
∑

−
−

−=
2

2

)(

)ˆ(
1

yy

yy x
xyρ

 

Получим 

3944,01 92,32
84,27 =−=xyρ  

Ā=8.1%,. 
По уравнению равносторонней гиперболы получена наибольшая 

оценка тесноты связи: p(xy)=0.3944  (по сравнению с линейной, степенной 
и показательной регрессиями ). Ā остается  на допустимом уровне: 

2.
05,0 при,6,6где

,92,05
8445/0

1555,01

1

факттабл

2

2

факт

==>=

=⋅=−−⋅
−

=

α

ρ

ρ

FF

m

тn
F

yx

yx
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Следовательно принимается гипотеза о статистических незначимых 

параметрах  этого уравнения. Этот результат можно объяснить 
сравнительно невысокой теснотой выявленной зависимости и небольшим 
числом наблюдений.   

 

2.  Построим степенную модель 
bxay ⋅=  . Для этого с помощью  

логарифмирования обеих частей уравнения приведем данное уравнение к 
линейному виду: 

;lglglg xbay ⋅+=  
Введем обозначения  

Y= ylg  , X= xlg  , A= alg  . 
Получили линейное уравнение регрессии 

XbAY ⋅+=  
Для расчета параметров используем данные следующей таблицы 
 

 Y= ylg   X= xlg   YX Y 2 X2 

1 1,8376 1,6542 3,0398 3,3768 2,7364 
2 1,7868 1,7709 3,1642 3,1927 3,1361 
3 1,7774 1,7574 3,1236 3,1592 3,0885 
4 1,7536 1,7910 3,1407 3,0751 3,2077 
5 1,7404 1,7694 3,0795 3,0290 3,1308 
6 1,7348 1,6739 2,9039 3,0095 2,8019 
7 1,6928 1,7419 2,9487 2,8656 3,0342 

Итого 12,3234 12,1587 21,4003 21,7078 21,1355 
Среднее 
значение 1,7605 1,7370 3,0572 3,1011 3,0195 

σ 0,0425 0,0484    
σ 2 0,0018 0,0023    
 
Рассчитаем A и b по формулам: 

., 22 XX

XYXY
bXbYA

−
⋅−⋅=⋅−=  

 

;298,0
1,7370-3,0195

1,73701,7605-3,0572
2 −≈⋅=b  

278,27370,1)298,0(7605,1 =⋅−−=A  . 
Получим линейное уравнение: 

XY ⋅−= 298,0278,2ˆ  . 
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Выполнив его потенцирование , получим: 
298,0298,0278,2 7,18910ˆ −− ⋅=⋅= xxy   . 

Подставляя в данное уравнение фактические значения  x, получаем 
теоретические значения результата. По ним рассчитаем показатели 
тесноты связи - индекс корреляции ρxy и среднюю ошибку аппроксимации 
Āi 

 xŷ  xyy ˆ−  2)ˆ( xyy −  A i 
1 61,0 7,8 60,8 11,3 
2 56,3 4,9 24,0 8,0 
3 56,8 3,1 9,6 5,2 
4 55,5 1,2 1,4 2,1 
5 56,3 -1,3 1,7 2,4 
6 60,2 -5,9 34,8 10,9 
7 57,4 -8,1 65,6 16,4 

Итого 403,5 1,7 197,9 56,3 
Среднее 
значение   28,27 8,0 

 

3758,01
)(

)ˆ(
1 92,32

27,28
2

2

=−=
−
−

−=
∑
∑

yy

yy x
xyρ  

 

%0,8=A  
 
Характеристики степенной модели указывают, что она несколько 

лучше линейной функции описывает взаимосвязь. 
 
3. Построению уравнения показательной кривой 

xbay ⋅= предшествует процедура линеаризации переменных при 
логарифмировании обеих частей уравнения: 

 
;lglglg bxay ⋅+=  

Введем обозначения  
Y= ylg  , A= alg  . B= blg   . 
Получили линейное уравнение регрессии 

xBAY ⋅+=  
Для расчета параметров используем данные следующей таблицы 
 

 Y= ylg   x Yx Y2 x2 
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1 1,8376 45,1 82,8758 3,3768 2034,01 
2 1,7868 59,0 105,4212 3,1927 3481,00 
3 1,7774 57,2 101,6673 3,1592 3271,84 
4 1,7536 61,8 108,3725 3,0751 3819,24 
5 1,7404 58,8 102,3355 3,0290 3451,44 
6 1,7348 47,2 81,8826 3,0095 2227,84 
7 1,6928 55,2 93,4426 2,8656 3047,04 

Итого 12,3234 384,3 675,9974 21,7078 21338,41 
Среднее 
значение 1,7605 54,9 96,5711 3,1011 3048,34 

σ 0,0425 5,86    
σ 2 0,0018 34,34    
 
Значение параметров регрессии A и B вычислим по формулам: 

., 22 xx

xYxY
BxBYA

−
⋅−⋅=⋅−=  

( ) .887,154,90,0023-7605,1

,-0,0023
54,93048,34

54,97605,196,5711
2

=⋅−=

≈
−

⋅−==

A

B
 

 
 

Получено линейное уравнение: xY ⋅−= 0023,0887,1ˆ   
Произведем потенцирование полученного уравнения и запишем его 

в обычной форме: 
xxy 9947,01,771010ˆ 0023,0887,1 ⋅=⋅= ⋅− . 

 
Тесноту связи оценим через индекс корреляции ρxy : 

∑
∑

−
−

−=
2

2

)(

)ˆ(
1

yy

yy x
xyρ  

 

 xŷ  xyy ˆ−  2)ˆ( xyy −  A i 
1 60,7 8,1 65,61 11,8 
2 56,4 4,8 23,04 7,8 
3 56,9 3,0 9,00 5,0 
4 55,5 1,2 1,44 2,1 
5 56,4 -1,4 1,96 2,5 
6 60,0 -5,7 32,49 10,5 
7 57,5 -8,2 67,24 16,6 
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Итого 403,4 -1,8 200,78 56,3 
Среднее 
значение   28,68 8,0 

 

3589,01 92,32
27,28 =−=xyρ  

 
Связь умеренная . 
Ā=8.0%,что говорит о повышенной ошибке аппроксимации, но в 

допустимых пределах.  Показательная чуть хуже, чем степенная, она 
описывает изучаемую зависимость. 

 
Контрольные вопросы 

 
1. Когда необходимо применять нелинейную регрессию? 
2. На какие два основных класса нелинейных регрессий 

подразделяются? 
3. Привести примеры нелинейных регрессий по 

включенным в уравнение переменных. 
4. Привести примеры нелинейных регрессий по 

оцениваемым параметрам. 
5. Какой метод применяется при оценки параметров 

нелинейной регрессии? 
6. К какому виду необходимо привести нелинейную 

регрессию для того чтобы оценить параметры? Какие необходимо 
для этого применить преобразования? 

7. Что необходимо решить чтобы найти оценки параметров 
параболы второй степени? 

8. Привести примеры применения параболы второй степени. 
9. Почему полиномы степеней более чем 3 редко 

применяются в эконометрике? 
10. Привести примеры применения равносторонней 

гиперболы. 
11. Как равностороннюю гиперболу привести к линейному 

виду? 
12. Как ведет себя равносторонняя гипербола при b>0 и b<0? 
13. Где применяется степенная регрессия? 
14. Почему степенная регрессия наиболее часто применяется 

в эконометрике наряду с линейной регрессией? 
15. Как называют параметр b для степенной регрессии и его 

экономический смысл? 
16. По какой формуле находят коэффициент эластичности? 
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17. Вычислить коэффициенты эластичности для основных 
уравнений регрессии. 

18. С помощью какого преобразования можно привести 
степенную и показательную регрессии к линейному виду? 

 
 

 
       РЕАЛИЗАЦИЯ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ НА КОМПЬЮТЕРЕ  
 
Решение с помощью ППП Excel 
1. Встроенная статистическая функция ЛИНЕЙН определяет пара-

метры линейной регрессии у = а + bх. Порядок вычисления следующий: 
1) введите исходные данные или откройте существующий файл, 
содержащий анализируемые данные; 
2)выделите область пустых ячеек 5x2 (5 строк, 2 столбца) для вывода 

результатов регрессионной статистики или область 1х2 – для  получения 
только оценок коэффициентов регрессии; 

3) активизируйте Мастер функций любым из способов: 
     а) в главном меню выберите Вставка/Функция; 
      б) на панели инструментов Стандартная щелкните по кнопке 

Вставка функции; 
4) в окне Категория (рис. 1.1) выберите Статистические, в окне 

Функция - ЛИНЕЙН. Щелкните по кнопке ОК; 
                                    

 
Рис. 1.1. Диалоговое окно «Мастер функций» 

5) заполните аргументы функции (рис. 1.2): 
Известные_значенш_у - диапазон, содержащий данные резуль-

тативного признака; 
Известные_значенш_х - диапазон, содержащий данные факторов 

независимого признака; 
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Константа - логическое значение, которое указывает на наличие 
или на отсутствие свободного члена в уравнении; если Константа = 1, то 
свободный член рассчитывается обычным образом, если Константа = 0, 
то свободный член равен 0; Статистика - логическое значение, которое 
указывает, выводить дополнительную информацию по регрессионному 
анализу или нет. Если Статистика = 1, то дополнительная информация 

выводится, если Статистика = О, то выводятся только оценки 
параметров уравнения. Щелкните по кнопке ОК; 

                         

                           
Рис. 1.2. Диалоговое окно ввода аргументов функции ЛИНЕЙН 

6) в левой верхней ячейке выделенной области появится первый 
элемент итоговой таблицы. Чтобы раскрыть всю таблицу, нажмите на 
клавишу <F2>, а затем - на комбинацию клавиш 
<CTRL>+<SHIFT>+<ENTER>. 

Дополнительная регрессионная статистика будет выводиться в 
порядке, указанном в следующей схеме: 

 
Значение коэффициента  
b 

Значение  
коэффициента  a 

Среднеквадратическое 
отклонение b 

Среднеквадратическое 
отклонение a 

Коэффициент 
детерминации R2 

Среднеквадратическое 
отклонение y 

F- статистика Число степеней свободы 
Регрессионная сумма 
квадратов 

Остаточная сумма 
квадратов 

 
Для данных из примера результат вычисления функции 

ЛИНЕЙН представлен на рис.1.3. 
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Рис. 1.3. Результат вычисления функции ЛИНЕЙН 
 

 
 
 
 

Рис. 1.4. Результат вычисления функции ЛГРФПРИБЛ 
 
 
2.С помощью инструмента анализа данных Регрессия, помимо 

результатов регрессионной статистики ,дисперсионного анализа и 
доверительных интервалов ,можно получить остатки и  графики подбора 
линии регрессии , остатков и нормальной вероятности. Порядок действия 
следующий : 

1) проверьте доступ к пакету анализа. В главном меню 
последовательно выберите Сервис/Надстройки. Установите флажок 
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Пакет анализа (рис.4); 
 

 
Рис.4.Подключение надстройки Пакет анализа 

 
2) в главном меню выберете Сервис/Анализ данных/Регрессия. 

Щелкните по кнопке ОК; 
3) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода 

(рис.5): 

 
 

Входной интервал Y – диапазон , содержащий данные 
результативного признака; 

Входной интервал X – диапазон , содержащий данные факторов 
независимого признака; 

Метки – флажок , который указывает , содержит ли первая строка 
названия столбцов или нет ; 

Константа - ноль – флажок, указывающий на наличие или 
отсутствие свободного члена в уравнении; 

Выходной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячейку 
будущего диапазона ; 
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Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового листа 
. 

Если необходимо получить информацию и графики остатков , 
установите соответствующие флажки в диалоговом окне . Щелкните в 
конце кнопкой ОК . 

 
Результаты анализа представлены на рис.6. 

 
Рис.6.Результат применения инструмента Регрессия 

 
 

4.Множественная регрессия. 
Множественный регрессионный анализ является развитием парного 

регрессионного анализа применительно к случаям , когда зависимая 
переменная гипотетически связана с более чем одной независимой 
переменной 

Задача 
По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 

продукции на одного работника  y (тыс.руб.) от ввода в действие новых 
основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) и от удельного 
веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2(%). 

 
Номер 
предприятия 

y x1 x2 Номер 
предприятия 

y x1 x2 

1 7,0 3,8 11,0 11 10,0 6,8 21,0 
2 7,0 3,8 12,0 12 11,0 7,4 23,0 
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3 7,0 3,9 16,0 13 11,0 7,8 24,0 
4 7,0 4,1 17,0 14 12,0 7,5 26,0 
5 7,0 4,6 18,0 15 12,0 7,9 28,0 
6 8,0 4,5 18,0 16 12,0 8,1 30,0 
7 8,0 5,3  19,0 17 13,0 8,4 31,0 
8 9,0 5,5 20,0 18 13,0 8,7 32,0 
9 9,0 6,1 20,0 19 13,0 9,5 33,0 
10 10,0 6,8 21,0 20 14,0 9,7 35,0 
 
      Требуется: 

1. Построить уравнение множественной регрессии в 
стандартизованной форме. Сравнить стандартизованные 
коэффициенты β1  и β2   . Сделать вывод. 

2. Построить уравнение множественной регрессии в 
естественной форме.   Поясните экономический смысл его 
параметров. 

3. Найти коэффициенты эластичности. Сделать вывод. 
4. Определите множественный коэффициент корреляции и 

детерминации. Сделайте соответствующие выводы. 
5. Дайте оценку полученного уравнения на основе F-

критерия Фишера. 
 

 
Решение. 
 
1.Линейная модель множественной регрессии (уравнение - 

двухфакторное ) имеет следующий вид 
ε+++= 2211 xbxbay  

Поострим уравнение в стандартизованном масштабе 

21 21 xxy ttt ββ +=  
Построение уравнения регрессии сводится к оценке ее 

параметров. Для этого применим  МНК(метод наименьших квадратов).   
МНК приводит к решению системы нормальных уравнений. В случае 
линейного двухфакторного уравнения регрессии система имеет 
следующий вид 





+=
+=

.

,

21

21

122

211

ββ
ββ

xxyx

xxyx

rr

rr
 

Решить данную систему можно методом определителей. Для 
вычисления β -коэффициентов получаем следующие формулы 
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,
1 21

21

2121

xx

xxyxyx

r

rrr

−
−

=β  

,
1 22

21

2112

xx

xxyxyx

r

rrr

−
−

=β  

где 
2121

,, xxyxyx rrr  - коэффициенты парной корреляция . 
 Рассчитаем их по формулам  

 
yx

yx

xyyx
r

σσ ⋅
⋅−=

1

1

11
 , 

yx
yx

xyyx
r

σσ ⋅
⋅−=

2

2

22
 ,

21

21

2121

xx
xx

xxxx
r

σσ ⋅
⋅−= ,     

где  ,,
21 xx σσ yσ - среднеквадратические  отклонения , которые 

рассчитываются по формулам 
222 yyy −=σ  ,   

2

1
2

1
2

1
xxx −=σ   ,  

2

2
2

2
2

2
xxx −=σ  . 

 
Построим расчетную таблицу 
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И так, получим 

1,9130873,65996,5146,04 2

1
==−=xσ  

      6,75925345,687522,75563,25 2

2
==−=xσ  

       2,3664326,5106,105 2 ==−=yσ  
Коэффициенты парной корреляции : 

0,98295
2,3664321,913087

6,5110-69,55
1

=
⋅

⋅=yxr  

0,959656
2,3664326,759253

22,7510-242,85
2

=
⋅

⋅=yxr  

0,95874
6,7592531,913087

22,756,51-160,5
21

=
⋅

⋅=xxr  

 
Теперь можем получить стандартизованные коэффициенты 

№ y 1x  2x  y 1x  y 2x  2x 1x  y2 
1x
2 

2x
2 

1 7 3,8 11 26,6 77 41,8 49 14,44 121 
2 7 3,8 12 26,6 84 45,6 49 14,44 144 
3 7 3,9 16 27,3 112 62,4 49 15,21 256 
4 7 4,1 17 28,7 119 69,7 49 16,81 289 
5 7 4,6 18 32,2 126 82,8 49 21,16 324 
6 8 4,5 18 36 144 81 64 20,25 324 
7 8 5,3 19 42,4 152 100,7 64 28,09 361 
8 9 5,5 20 49,5 180 110 81 30,25 400 
9 9 6,1 20 54,9 180 122 81 37,21 400 
10 10 6,8 21 68 210 142,8 100 46,24 441 
11 10 6,8 21 68 210 142,8 100 46,24 441 
12 11 7,4 23 81,4 253 170,2 121 54,76 529 
13 11 7,8 24 85,8 264 187,2 121 60,84 576 
14 12 7,5 26 90 312 195 144 56,25 676 
15 12 7,9 28 94,8 336 221,2 144 62,41 784 
16 12 8,1 30 97,2 360 243 144 65,61 900 
17 13 8,4 31 109,2 403 260,4 169 70,56 961 
18 13 8,7 32 113,1 416 278,4 169 75,69 1024 
19 13 9,5 33 123,5 429 313,5 169 90,25 1089 
20 14 9,7 35 135,8 490 339,5 196 94,09 1225 
Σ 200 130,2 455 1391 4857 3210 2112 920,8 11265 

Ср.знач. 10 6,51 22,75 69,55 242,85 160,5 105,6 46,04 563,25 
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,0,778161
0,958741

0,958740,9596560,98295
21 =

−
⋅−=β  

0,213602
0,958741

0,958740,982950,959656
22 =

−
⋅−=β . 

Итак , получено стандартизованное уравнение линейной регрессии: 

21
0,2136020,778161 xxy ttt +=  

Сравнивая модули значений β1 и β2 

0,2136020,778161 21 =>= ββ  
можно сделать вывод , что сила влияния от ввода в действие 

новых основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) на 
выработки продукции на одного работника  y (тыс.руб.) оказалась 
большей ,чем сила влияния удельного веса рабочих высокой 
квалификации в общей численности рабочих x2(%). 

 
2.Для построения уравнения в естественной форме рассчитаем b1  
и b2  , используя формулы для перехода от βi к bi  

;;
i

i

x

y
ii

y

x
ii bb

σ
σ

β
σ

σ
β ==  

.0,074783
6,759253

2,366432
0,213602

;0,962562
1,913087

2,366432
0,778161

1

1

==

==

b

b

 

Значение а определим из соотношения 

.2,03241322,750,074783-6,510,962562-10

;2211

=⋅⋅=
⋅−⋅−=

a

xbxbya
 

Итак, получено линейное уравнение множественной регрессии : 
ε+⋅+⋅+= 21 0,0747830,9625622,032413 xxy  

Теперь мы можем сделать  следующий вывод : 
С увеличением ввода в действие новых основных фондов (% от 

стоимости фондов на конец года) на 1 % выработка продукции на 
одного работника увеличится в среднем на 0,962562 тыс. руб. при 
неизменном  удельном весе рабочих высокой квалификации в общей 
численности рабочих  , а  с увеличением удельного веса рабочих 
высокой квалификации в общей численности рабочих      на   1 % 
выработка продукции на одного работника увеличится в среднем на 
0,074783 тыс.руб. . при неизменном вводе в действие новых основных 
фондов (% от стоимости фондов на конец года). 
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3. Для характеристики относительной силы влияния x1  и  x2   на  y 

рассчитаем средние коэффициенты эластичности : 

0,170131%
10

22,75
0,074783

;0,626628%
10

6,51
0,962562

;

1

1

==

==

=

yx

yx

j
jyx

Э

Э

y

x
bЭ

j

 

Итак,  
С увеличением ввода в действие новых основных фондов (% от 

стоимости фондов на конец года) на 1 % выработка продукции на 
одного работника  возрастает  на 0,626628%  от своего среднего 
уровня; а  при повышении удельного веса рабочих высокой 
квалификации в общей численности рабочих      на   1 % выработка 
продукции на одного работника увеличится на  0,170131% .  

 
4.Расчет линейного коэффициента множественной корреляции 

выполним с использованием коэффициентов  
jyxr и  jβ : 

0,9848240,969878

0,2136020,9596560,7781610,98295
21

2121 21

==

=⋅+⋅=

⋅+⋅=

xyx

yxyxxyx

R

rrR ββ

 

Зависимость y от x1 и x2 характеризуется как тесная . 
Общий коэффициент детерминации равен 

0,9698780,98482422 ==R  
Что означает,  что 97% вариации выработки продукции на одного 

работника (y) определяется учтенных в модели факторов  : ввод в 
действие новых основных фондов (x1) и  удельного веса рабочих 
высокой квалификации в общей численности рабочих (x2) . Прочие 
факторы не включенные в модель составляют соответственно 3% от 
общей вариации y . 

 
5.Значимость уравнения множественной регрессии в целом 

оценивается с помощью F-критерия Фишера : 

m

mn

R

R
F

1

1 2

2 −−⋅
−

=    , 

где n – число наблюдений ; 
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      m – число факторов . 
 
Итак , получим 

273,6836
2

1220

0,9698781

0,969878 =−−⋅
−

=F  

      
      Для проверки нулевой гипотезы H0 о статистической значимости  

уравнения регрессии и показателя тесноты связи  сравним вычисленное 
значение F–критерия с табличным  при уровне значимости  α=0,05 .   

Fтабл=3,59 ( k1=2 , k2=17) 
      Сравнивая Fтабл и Fфакт  , приходим к выводу о необходимости 

отклонить гипотезу H0 , так как Fтабл=3,59 < Fфакт  =273 .  
     
      Таким образом , с вероятностью 1- α=0,95 делаем заключение о 

статистической значимости уравнение в целом и показателя 

тесноты связи 
21xyxR   , которые сформировались под неслучайным 

воздействием факторов x1 и x2 . 
     

Контрольные вопросы. 
 
 

1. Почему возникает потребность применения 
множественной регрессии. 

2. В каких вопросах используется линейная регрессия? 
3. Что означает спецификация модели? 
4. Каким требованиям должны удовлетворять факторы , 

включаемые во множественную регрессию? 
5. Что такое интеркорреляция ? Пояснить на примере. 
6. Что такое  мультиколлинеарность ? Как ее определить ?  
7. Какие методы   построения множественной регрессии 

существуют? 
8. Написать наиболее распространенные уравнения 

регрессии . 
9. Какие  уравнения наиболее широко применяются в 

эконометрике? Почему? 
10. Какой метод  применяется для оценки параметров 

множественной регрессии? 
11. Какой вид принимает система нормальных уравнений? 
12. Записать уравнение множественной регрессии в 

стандартизованном масштабе? Как вводятся переменные? Чему для 
них равны средние значения и среднеквадратическое отклонение ? 
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13. Какой вид принимает система нормальных уравнений в 
этом случае? 

14.  Запишите систему нормальных уравнений в случае 
двухфакторного  уравнения. Методом определителей найдите 
стандартизованные коэффициенты в общем виде. 

15. Какой вывод можно сделать сравнивая  
стандартизованные коэффициенты между собой ? 

16. Записать формулы перехода коэффициентов чистой 
регрессии со стандартизованными коэффициентами. 

17. Как оценить значимость уравнения множественной 
регрессии? 

18.  Как оценить значимость коэффициентов множественной 
регрессии?  

 
 
 

Решение задач множественной регрессии с помощью ППП Excel 
 
1. Сводную таблицу основных статистических характеристик для 

одного или нескольких массивов данных можно получить с помощью 
инструмента анализа данных Описательная статистика. Для этого 
выполните следующие шаги : 

1) введите исходные данные или откройте существующий 
файл, содержащий анализируемые данные; 

2)  в главном меню выберете последовательно пункты 
Сервис/Анализ данных/Описательная статистика, после чего 
щелкните по копке ОК; 

3) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров 
вывода(рис.1): 
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Рис.1.Диалоговое окно ввода параметров инструмента 
Описательная статистика 

 
Входной интервал – диапазон , содержащий анализируемые данные 

,это может быть одна  или несколько строк(столбцов); 
Группирование – по столбцам или по строкам  - необходимо указать 

дополнительно; 
Метки – флажок , который указывает , содержит ли первая строка 

названия столбцов или нет ; 
Выходной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячейку 

будущего диапазона ; 
Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового листа 

. 
Если необходимо получить дополнительную информацию Итоговой 

статистики, Уровня надежности, к-го наибольшего и наименьшего 
значений, установите соответствующие флажки  в диалоговом окне. 
Щелкните по кнопке ОК. 

Результаты вычислений соответствующих показателей для каждого 
признака представлены на рис.2. 

 
Рис.2.Результат применения инструмента Описательная 

статистика 
 
2.Матрицу парных коэффициентов корреляции  переменных можно 

рассчитать с используя инструмент анализа данных Корреляция. Для 
этого : 

1) в главном меню выберете пункты Сервис/Анализ 
данных/Корреляция. Щелкните по кнопке ОК; 

2) заполните диалоговое окно вода данных и параметров вывода (см 
рис.1.); 

3) результаты вычислений - матрица коэффициентов парной 
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корреляции  - представлены на рис.3 

 
Рис.3.Матрица парных коэффициентов парной корреляции 

 
3.Эта операция проводится с помощью инструмента анализа данных 

Регрессия .Порядок действия следующий : 
1) проверьте доступ к пакету анализа. В главном меню 

последовательно выберите Сервис/Надстройки. Установите флажок 
Пакет анализа (рис.4); 

 
Рис.4.Подключение надстройки Пакет анализа 

 
2) в главном меню выберете Сервис/Анализ данных/Регрессия. 

Щелкните по кнопке ОК; 
3) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода 

(рис.5): 
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Входной интервал Y – диапазон , содержащий данные 
результативного признака; 

Входной интервал X – диапазон , содержащий данные факторов 
независимого признака; 

Метки – флажок , который указывает , содержит ли первая строка 
названия столбцов или нет ; 

Константа - ноль – флажок, указывающий на наличие или 
отсутствие свободного члена в уравнении; 

Выходной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячейку 
будущего диапазона ; 

Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового листа 
. 

Если необходимо получить информацию и графики остатков , 
установите соответствующие флажки в диалоговом окне . Щелкните в 
конце кнопкой ОК . 

 
Результаты анализа представлены на рис.6. 
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Рис.6.Результат применения инструмента Регрессия 

6.Индивидуальные задания 

Задание № 1  
                        Используя следующие данные вариантов 
 требуется: 

1. Построить уравнение линейной регрессии. Сделать вывод 
о влиянии фактора x  на y. 

2. Рассчитать линейные коэффициенты парной корреляции 
и детерминации. Сделать  соответствующую  экономическую 
интерпретацию коэффициентов. 

3. Рассчитать ошибку аппроксимации . Сделать  
соответствующий вывод. 

4. Дать оценку полученного уравнения на основе F-
критерия Фишера. 

 
Вариант 1 
По территориям Северо-Западного федерального округа РФ 

приводятся данные за 2004 г. 
Территории 

федерального округа 
Среднедушевые 

денежные расходы 
за месяц, 

тыс. руб., y 

Среднемесячная 
начисленная заработная 

плата работающих в 
экономике, тыс. руб., x 

Республика Карелия  4,99 7,00 
Республика Коми  7,84 9,58 
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Архангельская обл. 5,26 7,85 
Вологодская обл. 4,91 6,94 
Калининградская обл.  4,69 6,21 
Ленинградская обл.  3,72 6,78 
Мурманская обл.  7,10 10,40 
Новгородская обл.  4,09 5,56 
Псковская обл.  4,01 4,67 

 
Вариант 2 
По территориям Приволжского федерального округа РФ приводятся 

данные за 2004 г. 

Территории 
федерального округа 

Среднедушевые 
денежные расходы 
за месяц в 2004 г., 

тыс. руб., y 

Среднемесячная 
начисленная заработная 

плата работающих в 
экономике, тыс. руб., x 

Республика  
Башкортостан 

4,62 5,5 

Республика Марий Эл 2,48 3,9 
Республика Мордовия 2,65 4,09 
Республика Татарстан 4,78 5,55 
Республика Удмуртия 3,4 5,16 
Чувашская республика 3,12 4,06 
Кировская обл. 3,69 4,55 
Нижегородская обл. 4,71 5,17 
Оренбургская обл. 3,34 4,87 
Пензенская обл. 3,54 4,22 
Пермская обл. 5,82 6,42 
Самарская обл. 7,01 6,31 
Саратовская обл. 3,51 4,49 
Ульяновская обл. 3,43 4,47 

 
Вариант 3 
По территориям Южного федерального округа РФ приводятся 

данные за 2003 – 2004 гг. 

Территории 
федерального округа 

Сальдированный 
финансовый резуль-

тат (прибыль) за 2004 
г., млн. руб., y 

Инвестиции в 
основной капитал в 

предыдущем, 2003 г., 
млрд. руб., x 

Республика Адыгея  43 2,26 
Республика Дагестан 1073 10,72 
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Республика Ингушетия -87 0,73 
Кабардино-Балкарская 
республика 

-113 5,75 

Республика Калмыкия.  -205 2,17 
Карачаево-Черкесская 
республика 

-937 2,25 

Республика Северная 
Осетия – Алания 

-1284 3,23 

Краснодарский край 25266 70,43 
Ставропольский край 11264 22,93 
Астраханская обл. 3572 17,07 
Волгоградская обл. 11756 22,02 
Ростовская обл. 5283 36,23 

 
Вариант 4 
Приводятся данные по территориям Сибирского федерального 

округа РФ.  

Территории 
федерального округа 

Поступление за год  
средств в пенсион-ный 

фонд по субъек-там 
РФ, млрд. руб., y 

Валовой региональный 
продукт (вновь 

созданная стоимость) за 
2003 г., млрд. руб., х 

Республика Алтай  0,86 7,8 
Республика Бурятия 4,25 46,8 
Республика Тыва 1,15 8,3 
Республика Хакасия 2,50 29,2 
Алтайский край 9,65 90,2 
Красноярский край 17,57 282,5 
Иркутская обл. 13,92 177 
Кемеровская обл. 14,56 171,4 
Новосибирская обл. 12,68 168 
Омская обл. 8,22 125,7 
Томская обл. 5,34 103,7 
Читинская обл. 5,28 55,6 

 
Вариант 5 
По территориям Северо-Западного федерального округа РФ 

приводятся данные за 2004 г. 
Территории 

федерального округа 
Сальдированный 

финансовый результат 
(прибыль) за год, 

 млрд. руб., y 

Инвестиции в 
основной капитал  

в 2004 г., 
млрд. руб., x 
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Республика Карелия  2,21 12,60 
Республика Коми  17,45 30,20 
Архангельская обл. 8,60 30,50 
Вологодская обл. 61,05 41,45 
Калининградская обл.  5,76 18,11 
Ленинградская обл.  33,38 67,02 
Мурманская обл.  16,22 13,53 
Новгородская обл.  3,88 7,95 
Псковская обл.  0,75 5,75 

 
Вариант 6 
По территориям Приволжского федерального округа РФ приводятся 

данные за 2004 г. 

Территории 
федерального округа 

Сальдированный 
финансовый результат 

(прибыль) за 2004 г.,  млн. 
руб., y 

Инвестиции в 
основной капитал 

в 2004 г., млрд. 
руб., x 

Республика  
Башкортостан 

43,4 62,4 

Республика Марий Эл 0,6 5,8 
Республика Мордовия 1,6 10,4 
Республика Татарстан 70,0 86,6 
Республика Удмуртия 6,4 15,4 
Чувашская республика 3,0 14,2 
Кировская обл. 3,2 9,5 
Нижегородская обл. 24,2 48,5 
Оренбургская обл. 19,8 27,7 
Пензенская обл. 1,8 10,7 
Пермская обл. 43,5 48,2 
Самарская обл. 2,8 55,0 
Саратовская обл. 8,3 23,8 
Ульяновская обл. 1,4 11,3 
 

Вариант 7 
По территориям Южного федерального округа РФ приводятся 

данные за 2003 – 2004 гг. 

Территории 
федерального округа 

Валовой региональ-ный 
продукт (вновь 

созданная стоимость) за 
2003 г., млрд. руб., y 

Инвестиции в 
основной ка-питал в 

2002 г., 
 млрд. руб., x 
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Республика Адыгея  10,2 1,77 
Республика Дагестан 54,9 5,50 
Республика Ингушетия 4,8 0,60 
Кабардино-Балкарская 
республика 

27,0 3,60 

Республика Калмыкия.  9,5 4,56 
Карачаево-Черкесская 
республика 

11,9 4,56 

Республика Северная 
Осетия – Алания 

20,9 2,60 

Краснодарский край 275,8 67,16 
Ставропольский край 110,1 17,24 
Астраханская обл. 54,3 12,79 
Волгоградская обл. 137,5 18,73 
Ростовская обл. 183,4 25,12 
 

Вариант 8 
Приводятся данные по территориям Сибирского федерального 

округа РФ.  

Территории 
федерального округа 

Валовой региональный 
продукт (вновь 

созданная стоимость) за 
2003 г., млрд. руб., y 

Инвестиции в 
основной капитал в 

предыдущем, 2002 г., 
млрд. руб., x 

Республика Алтай  7,8 1,12 
Республика Бурятия 46,8 5,98 
Республика Тыва 8,3 0,62 
Республика Хакасия 29,2 2,3 
Алтайский край 90,2 9,81 
Красноярский край 282,5 32,51 
Иркутская обл. 177 17,82 
Кемеровская обл. 171,4 21,71 
Новосибирская обл. 168 14,84 
Омская обл. 125,7 11,99 
Томская обл. 103,7 17,05 
Читинская обл. 55,6 5,67 
 

Вариант 9 
По территориям Северо-Западного федерального округа РФ 

приводятся данные за 2004 г. 
Территории 

федерального округа 
Расходы консолиди-
рованных бюджетов 

Доходы консолиди-
рованных бюджетов 
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субъектов РФ,  
млрд. руб., y 

субъектов РФ,  
млрд. руб., x 

Республика Карелия  9,86 8,49 
Республика Коми  17,28 16,34 
Архангельская обл. 18,78 18,28 
Вологодская обл. 16,75 16,85 
Калининградская обл.  9,71 9,32 
Ленинградская обл.  18,97 18,1 
Мурманская обл.  13,68 12,42 
Новгородская обл.  6,36 5,95 
Псковская обл.  7,51 7,05 

 
Вариант 10 
По территориям Южного федерального округа РФ приводятся 

данные за 2003 – 2004 гг. 

Территории 
федерального округа 

Оборот розничной 
торговли за 2003 
г., млрд. руб., y 

Среднегодовая числен-
ность экономически 

активного населения за 
2003 г., млн. чел., x 

Республика Адыгея  6,7 0,189 
Республика Дагестан 33,6 0,861 
Республика Ингушетия 2,1 0,143 
Кабардино-Балкарская 
республика 

15,2 0,332 

Республика Калмыкия.  2,4 0,142 
Карачаево-Черкесская 
республика 

6,9 0,185 

Республика Северная 
Осетия – Алания 

10,5 0,330 

Краснодарский край 130,5 2,252 
Ставропольский край 60,5 1,226 
Астраханская обл. 21,7 0,521 
Волгоградская обл. 61,8 1,267 
Ростовская обл. 122,6 2,043 
 

Вариант 11 
По территориям Центрального района известны данные за 1995 г.  
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Район Доля денежных доходов, нап-
равленных на прирост сбере-

жений во вкладах, займах, сер-
тификатах и на покупку валю-ты, 
в общей сумме среднедуше-вого 

денежного дохода, %, у 

Среднемесячная 
начисленная 

заработная плата, 
тыс. руб., х 

Брянская обл.  6,9 289 
Владимирская обл.  8,7 334 
Ивановская обл.  6,4 300 
Калужская обл.  8,4 343 
Костромская обл.  6,4 356 
Орловская обл.  9,4 289 
Рязанская обл.  11,0 341 
Смоленская обл.  6,4 327 
Тверская обл.  9,3 357 
Тульская обл.  8,2 352 
Ярославская обл.  8,6 381 

 
Вариант 12 
 
По территориям Восточно-Сибирского района известны данные за  
ноябрь 1997 г.  

Район Потребительские расходы 
на душу населения, 

тыс.руб., у 

Денежные доходы на 
душу населения, 

тыс. руб., х 
Респ. Бурятия  408 524 
Респ. Тыва  249 371 
Респ. Хакасия  253 453 
Красноярский край  580 1006 
Иркутская обл.  651 997 
Усть-Ордынский 
Бурятский авт. округ  

139 217 

Читинская обл.  322 486 
 
Вариант 13 
По территориям Дальневосточного района известны данные за 

ноябрь 1997 г.  
Район Потребительские 

расходы на душу 
населения, 
тыс.руб., у 

Денежные доходы на 
душу населения, 

тыс. руб., х 
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Респ. Саха (Якутия)  899 1989 
Еврейская авт. обл.  330 595 
Чукотский авт. округ  446 1550 
Приморский край  642 937 
Хабаровский край  542 761 
Амурская обл.  504 767 
Камчатская обл.  861 1720 
Магаданская обл.  707 1735 
Сахалинская обл.  557 1052 

 
Вариант 14 
 
По территории Центрального района известны данные за 1995 г.  
 

Район Средний размер 
назначенных 

ежемесячных пенсий, 
тыс. руб., у 

Прожиточный минимум в 
среднем на одного 

пенсионера в месяц,  
тыс. руб., х 

Брянская обл.  240 178 
Владимирская обл.  226 202 
Ивановская обл.  221 197 
Калужская обл.  226 201 
Костромская обл.  220 189 
г. Москва  250 302 
Московская обл.  237 215 
Орловская обл.  232 166 
Рязанская обл.  215 199 
Смоленская обл.  220 180 
Тверская обл.  222 181 
Тульская обл.  231 186 
Ярославская обл.  229 250 

 
Вариант 15 
 
По территории Центрального района известны данные за ноябрь  
1997 г.  

Район Средняя заработная 
плата и выплату 

социального 
характера, 
тыс. руб., у 

Прожиточный минимум 
в среднем на душу 

населения, 
тыс. руб., х 
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Брянская обл.  615 289 
Владимирская обл.  727 338 
Ивановская обл.  584 287 
Калужская обл.  753 324 
Костромская обл.  707 307 
Орловская обл.  657 304 
Рязанская обл.  654 307 
Смоленская обл.  693 290 
Тверская обл.  704 314 
Тульская обл.  780 304 
Ярославская обл.  830 341 

 
Вариант 16 
По территориям  Волго-Вятского,  Центрально-Черноземного  

районов известны данные за ноябрь 1997 г. 
Район Потребительские 

расходы в расчете 
на душу 

населения, 
тыс. руб., у 

Средняя заработная 
плата и выплаты 

социального харак-
тера, тыс. руб., х 

Волго-Вятский      
Респ. Марий Эл  302 554 
Респ. Мордовия  360 560 
Чувашская Респ.  310 545 
Кировская обл.  415 672 
Нижегородская обл.  452 796 
Центрально-Черноземный    
Белгородская обл.  502 777 
Воронежская обл.  355 632 
Курская обл.  416 688 
Липецкая обл.  501 833 
Тамбовская обл.  403 577 

 
Вариант 17 
По территориям  Центрально-Черноземного  и Поволжского районов 

известны данные за ноябрь 1997 г. 
Район Потребительские 

расходы в расчете 
на душу 

населения, 
тыс. руб., у 

Средняя 
заработная плата и 

выплаты 
социального 
характера, 
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тыс. руб., х 

Центрально-Черноземный      
Белгородская обл.  502 777 
Воронежская обл.  355 632 
Курская обл.  416 688 
Липецкая обл.  501 833 
Тамбовская обл.  403 577 
Поволжский    
Респ. Калмыкия  208 584 
Респ. Татарстан  462 949 
Астраханская обл.  368 888 
Волгоградская обл.  399 831 
Пензенская обл.  342 562 
Саратовская обл.  354 665 
Ульяновская обл.  558 705 

 
Вариант 18 
 
По территориям Северного, Северо-Западного районов известны 

данные за ноябрь 1997 г. 
 Район Потребительские 

расходы на душу 
населения, тыс. руб., у 

Денежные доходы на 
душу населения, тыс. 

руб., x 
Северный      
Респ. Карелия  596 913 
Респ. Коми  417 1095 
Архангельская обл.  354 606 
Вологодская обл.  526 876 
Мурманская обл.  934 1314 
Северо-Западный    
Ленинградская обл.  412 593 
Новгородская обл.  525 754 
Псковская обл.  367 528 
 

Вариант 19 
 
По территории  Центрального районов известны данные за ноябрь 

1997 г.  
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Район Потребительские 
расходы на душу 

населения, тыс. руб., у 

Денежные доходы на 
душу населения, тыс. 

руб., x 
Брянская обл.  364 520 
Владимирская обл.  336 539 
Ивановская обл.  409 540 
Калужская обл.  452 682 
Костромская обл.  367 537 
Московская обл.  328 589 
Орловская обл.  460 626 
Рязанская обл.   380 521 
Смоленская обл.  439 626 
Тверская обл.  344 521 
Тульская обл.  401 658 
Ярославская обл.  514 746 

 
Вариант 20  
 
По территории Уральского района известны данные за ноябрь  
1997 г. 

Район Потребительские 
расходы на душу 

населения, 
тыс. руб., у 

Денежные доходы на 
душу населения, 

тыс. руб., х 

Респ. Башкортостан  461 632 
Удмуртская Респ.  524 738 
Курганская обл.  298 515 
Оренбургская обл.  351 640 
Пермская обл.  624 942 
Свердловская обл.  584 888 
Челябинская обл.  425 704 

 
Вариант 21 
 
По территории Западно-Сибирского района известны данные за 

ноябрь 1997 г. 
 

Район Потребительские 
расходы на душу 
населения, тыс. 

руб., у 

Денежные доходы на 
душу населения, тыс. 

руб., х 
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Респ. Алтай  277 603 
Алтайский край  321 439 
Кемеровская обл.  573 985 
Новосибирская обл.  576 735 
Омская обл.  588 760 
Томская обл.  497 830 
Тюменская обл.  863 2093 

 
Вариант 22 
 
По территории Уральского района известны данные за ноябрь  
1997 г. 

Район Потребительские 
расходы на душу 
населения, тыс. 

руб., у 

Средняя заработная плата 
и выплаты социального 
характера, тыс. руб., х 

Респ. Башкортостан  461 912 
Удмуртская Респ.  524 809 
Курганская обл.  298 748 
Оренбургская обл.  351 847 
Пермская обл.  624 1087 
Свердловская обл.  584 1074 
Челябинская обл.  425 1008 

 
Вариант 23 
 
По территории Западно-Сибирского района известны данные за 

ноябрь 1997 г. 
Район Потребительские 

расходы на душу 
населения, тыс. 

руб., у 

Средняя заработная плата 
и выплаты социального 
характера, тыс. руб., х 

Респ. Алтай  277 682 
Алтайский край  321 697 
Кемеровская обл.  573 1251 
Новосибирская обл.  576 967 
Омская обл.  588 898 
Томская обл.  497 1263 
Тюменская обл.  863 3027 

 
Вариант 24 



 145 

 
По территориям  Волго-Вятского,  и Поволжского районов известны 

данные за ноябрь 1997 г. 
Район Потребительские 

расходы в расчете на 
душу населения, тыс. 

руб., у 

Средняя заработная 
плата и выплаты 

социального характера, 
тыс. руб., х 

Волго-Вятский    
Респ. Марий Эл  302 554 
Респ. Мордовия  360 560 
Чувашская Респ.  310 545 
Кировская обл.  415 672 
Нижегородская обл.  452 796 
Поволжский    
Респ. Калмыкия  208 584 
Респ. Татарстан  462 949 
Астраханская обл.  368 888 
Волгоградская обл.  399 831 
Пензенская обл.  342 562 
Саратовская обл.  354 665 
Ульяновская обл.  558 705 

 
 

Задание № 2 
3. По данным задания №1 постройте следующие 

регрессионные уравнения: 
-гиперболу; 
-степенную регрессию; 
-показательную. 
4. Для каждого уравнения найдите коэффициенты 

корреляции и детерминации, F-критерий Фишера, среднюю ошибку 
аппроксимации. Сделать  соответствующие выводы. 

5. Сделать рисунок в каждом случае. 
6. Какая регрессия наиболее хорошо подходит к исходным 

данным задачи? 
 

Задание № 3 

Известны показатели 45 российских банков на 1 марта 2005 г. 

        Требуется: 
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1. Построить уравнение множественной регрессии в 
стандартизованной форме. Сравнить стандартизованные 
коэффициенты β1  и β2   . Сделать вывод. 

2. Построить уравнение множественной регрессии в 
естественной форме.   Поясните экономический смысл его 
параметров. 

3. Найти коэффициенты эластичности. Сделать вывод. 
4. Определите частные коэффициенты корреляции, а также 

множественный коэффициент корреляции и детерминации. Сделайте 
соответствующие выводы. 

5. Дайте оценку полученного уравнения на основе F-
критерия Фишера. 

Вариант № 1 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной 
корреляции 

работающие 
активы, млн. 
руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

собственный 
капитал, %, x1 

14,47 
 

6,54 
 

1yxr =-0,1619 

привлеченные 
межбанковские 
кредиты, %,x2 

16,22 
 

16,17 
 

ryx2=-0,1187 

21xxr =0.0463 

 

Вариант № 2 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной 
корреляции 

работающие 
активы, млн. 
руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

собственный 
капитал, %, x1 

14,47 
 

6,54 
 

1yxr =-0,1619 

средства частных 
лиц, %.,x2 

15,56 
 

13,28 
 

2yxr =0,4848 

21xxr =-0,2619 
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Вариант № 3 

 
Признак Среднее 

значение 
Среднее 

квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной 
корреляции 

работающие 
активы, млн. руб.,y 

110240,
4 
 

287422,8 
 

 

собственный 
капитал, %, x1 

14,47 
 

6,542 
 

1yxr =-0,1619 

средства 
предприятий и 
организаций, %,x2 

31,73 
 

15,91 
 

2yxr =-0,1189 

21xxr =-0,3716 

 

Вариант № 4 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной корреляции 
работающие 
активы, млн. руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

привлеченные 
межбанковские 
кредиты, %, x1 

16,22 
 

16,17 
 

1yxr =-0,1187 

средства 
предприятий и 
организаций, %,x2 

31,73 
 

15,91 
 

2yxr =-0,1189 

21xxr =-0,3103 

 
Вариант № 5 

 
Признак Среднее 

значение 
Среднее 

квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной корреляции 
работающие 
активы, млн. руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

собственный 
капитал, %, x1 

14,47 
 

6,54 
 

1yxr =-0,1619 
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выпущенные 
ценные бумаги, 
%,x2 

10,96 
 

9,83 
 

2yxr =-0,1183 

21xxr =0.3532 

 

Вариант № 6 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратично

е 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной 
корреляции 

работающие активы, 
млн. руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

привлеченные  
межбанковские 
кредиты, %, x1 

16,22 
 

16,17 
 

1yxr =-0,1187 

выпущенные ценные 
бумаги, %,x2 

10,96 
 

9,83 
 

2yxr =-0,1183 

21xxr =-0,1519 

 

Вариант № 7 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной 
корреляции 

работающие активы, 
млн. руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

средства частных 
лиц, %.,x1 

15,56 
 

13,28 
 1yxr =0,4848 

средства 
предприятий и 
организаций, %,x2 

31,73 
 

15,91 
 

2yxr =-0,1189 

21xxr =-0,0419 

 

Вариант № 8 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратично

е 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной корреляции 
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работающие 
активы, млн. руб.,y 

110240,4 
 

287422,8 
 

 

средства частных 
лиц, % , x1 

15,56 
 

13,28 
 1yxr =0,4848 

выпущенные 
ценные бумаги, 
%,x2 

10,96 
 

9,83 
 

2yxr =-0,1183 

21xxr =-0,3117 

 
Вариант № 9 

 
Признак Среднее 

значение 
Среднее 

квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной корреляции 
кредиты 
предприятиям и 
организациям,  
млн. руб., .y 

56386,47 
 

161224 
 

 

собственный капитал, 
%,x1 

14,47 
 

6,54 
 1yxr =-0,1314 

средства частных 
лиц, %,x2 

15,56 13,28 
 2yxr =0,4966 

21xxr =-0,2619 

 

Вариант № 10 
 

Признак Среднее 
значение 

Среднее 
квадратичное 
отклонение 

Линейный 
коэффициент 

парной корреляции 
кредиты 
предприятиям и 
организациям,  
млн. руб., y 

56386,47 
 

161224 
 

 

средства предприятий 
и организаций, %, ,x1 

31,73 
 

15,91 
 1yxr =-0,1171 

 выпущенные ценные 
бумаги, %,x2 

10,96 
 

9,83 
 

2yxr =-0,0942 

21xxr =-0,2273 

                          
 

Тема 2. Модели временных рдов 
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Задача 1 
Известны данные об объеме потребления электроэнергии жителями 

района за последние четыре года, млн. кВт 
 
t yt yt-1 yt-2 yt-3 yt-4 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 
7.0 
10.8 

 

- 
6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 
7.0 

- 
- 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 

 

- 
- 
- 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 

 

- 
- 
- 
- 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 

 
              
Требуется: 

1. Определить вид данного временного ряда и основные его 
характеристики. 

2. Построить аддитивную модель. 
3. Сделать прогноз на ближайшее полугодие. 

      
 
  1. Нанесем эти значения на график. 
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t 
                  Время, квартал 

                              
Можно сделать вывод, что данный временной ряд содержит 

сезонные колебания периодичностью 4. Объемы потребления 
электроэнергии в осенне-зимний период выше, чем весной и летом (2 и 3 
квартал). По графику этого ряда можно установить наличие 
приблизительно ровной амплитуды колебаний. Это свидетельствует о 
возможности существований в ряде аддитивной модели. 2.Рассчитаем  
компоненты аддитивной модели. 

Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом 
скользящей средней. Для этого: 

4) просуммируем уровни ряда последовательно за 
каждые 4 квартала со сдвигом на один момент времени и 
определим условные годовые объемы потребления 
электроэнергии (гр. 3 таб.). 

5) Разделив полученные суммы на 4, найдем 
скользящие средние (гр. 4 таб.). Отметим, что полученные 
таким образом выровненные значения уже не содержат 
сезонной компоненты; 

6) Приведем эти значения в соответствии с 
фактическими моментами времени, для чего найдем средние 
значения из двух последовательных скользящих средних- 
центрированные скользящие средние. 

П
от

ре
бл

ен
ие

 э
ле

кт
ро

эн
ер

ги
и 
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№ 

квартала 
t 

Потреблени
е 

электроэнер
-гии yt 

Итого 
за 

четыре 
квартал

а 

Скользящая 
средняя за 

четыре 
квартала 

Центрирова
н-ная 

скользя-щая 
средняя 

Оценка 
сезонной 

компоненты 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

6.0 
4.4 
5.0 
9.0 
7.2 
4.8 
6.0 
10.0 
8.0 
5.6 
6.4 
11.0 
9.0 
6.6 
7.0 
10.8 

 
- 

24.4 
25.6 
26.0 
27.0 
28.0 
28.8 
29.6 
30.0 
31.0 
32.0 
33.0 
33.6 
33.4 

 
 

 
- 

6.10 
6.40 
6.50 
6.75 
7.00 
7.20 
7.40 
7.50 
7.75 
8.00 
8.25 
8.40 
8.35 

 
- 
- 

6.250 
6.450 
6.625 
6.875. 
7.100 
7.300 
7.450 
7.625 
7.875 
8.125 
8.325 
8.375 

 
- 
- 

-1.250 
2.550 
0.575 
-2.075 
-1.100 
2.700 
0.550 
-2.025 
-1.475 
2.875 
0.675 
-1.775 

 

      
      Шаг 2.  Найдем оценки сезонной компоненты как разность 

между фактическими уровнями ряда и центрированными скользящими 
средними (гр. 6 таб.). Используем эти оценки для расчета значений 
сезонной компоненты S. Для этого найдем средние за каждый квартал (по 
всем годам) оценки сезонной компоненты Si. В моделях сезонной 
компонентой обычно предполагается, что сезонные воздействия за период 
взаимопогашаются. В аддитивной модели это выражается в том, что 
сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам должны были 
равны нулю. 

 
Расчет значений сезонной компоненты в аддитивной модели. 

  
Показатели Год № квартала 

1 2 3 4 
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 1 
2 
3 
4 
 

- 
0,575 
0,550 
0,675 

- 
-2,075 
-2,025 
-1,775 

-1,250 
-1,100 
-1,475 

- 

2,550 
2,700 
2,875 

- 
 

Итого за i-ый квартал 
(за все годы) 

 1.800 
 

-5.875 
 

-3.825 8.125 

Средняя оценка 
сезонной компоненты 
для i-го квартала, Si 

 0.600 -1.958 -1.275 2.708 

Скорректированная 
сезонная компонента 

Si 

 0.581 1.977 -1.294 2.690 

 
  Для данной модели имели 
              0,6-1,958-1,275+2,708=0,075 
Определим корректирующий коэффициент: 
              k=0,075/4=0,01875 
Рассчитаем скорректированные значения сезонной компоненты как 

разность между ее средней оценкой и корректирующим коэффициентом k:  
              Si=Si-k          i=1,4 
 
Проверим условие равенства нулю суммы значений сезонной 

компоненты 
              0,581-1,977-1,294+2,690=0 
Таким образом, получены следующие значения сезонной 

компоненты 
V. кв: S1=0,581 

VI. кв: S2=-1,977 
VII.  кв:S3=-1,294 

VIII.  кв:S4=2,690 
Занесем полученные значения в таблицу 2 для соответствующих 

кварталов каждого года. 
Шаг 3. Эмитируем  влияние сезонной компоненты, вычитая е 

значение из каждого уровня исходного временного ряда. Получим 
величины T+E=Y-S. Эти значения рассчитываются за каждый момент 
времени и содержат только тенденцию и случайные компоненты. Расчет 
выровненных значений T и  ошибок E в аддитивной модели. 

 
t yt Si T+E=yi-Si T T+S E=yi- E2 
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(T+S) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

6,0 
4,4 
5,0 
9,0 
7,2 
4,8 
6,0 
10,0 
8,0 
5,6 
6,4 
11,0 
9,0 
6,6 
7,0 
10,8 

0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 
0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 
0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 
0,581 
-1,977 
-1,294 
2,690 

5,419 
6,337 
6,294 
6,310 
6,619 
6,777 
7,294 
7,310 
7,419 
7,577 
7,694 
8,310 
8,419 
8,577 
8,294 
8,110 

5,902 
6,088 
6,275 
6,461 
6,648 
6,834 
7,020 
7,207 
7,393 
7,580 
7,766 
7,952 
8,139 
8,325 
8,519 
8,698 

6,483 
4,111 
4,981 
9,151 
7,229 
4,857 
5,727 
9,896 
7,976 
5,603 
6,472 
10,642 
8,720 
6,348 
7,218 
11,388 

-0,483 
0,289 
0,019 
-0,151 
-0,029 
-0,057 
0,273 
0,104 
0,026 
-0,030 
-0,072 
0,358 
0,280 
0,252 
-0,218 
-0,588 

0,2333 
0,0835 
0,0004 
0,0228 
0,0008 
0,0032 
0,0745 
0,0108 
0,0007 
0,0009 
0,0052 
0,1282 
0,00784 
0,0635 
0,0475 
0,3457 

 
Шаг 4.  Определим компоненту T данной модели. Для этого 

проведем аналитическое выравнивание ряда (T+E) с помощью линейного 
тренда. Результат аналитического выравнивания будет следующим 

Константа 5,715416 
Коэффициент регрессии 0,186421 
Стандартная ошибка коэффициента регрессии  0,015188 
R-квадрат 0,914971 
Число наблюдений число степеней свободы 16 
Число степеней свободы 14 
  
 Т.о., имеем следующий линейный тренд: 
                                 T=5,715+0,186*t 
Подставляя в это уравнение значения t=1,…,16  найдем уровни T для 

каждого момента времени гр.5ю 
График уравнения тренда: см. стр. 
Шаг 5.  Найдем значения уровней ряда полученные на аддитивной 

модели. Для этого прибавим к уровням T значения сезонной компоненты 
для соответствующих кварталов. 

Шаг 6.  В соответствии с методикой построения аддитивной модели 
расчет ошибки производится по формуле  E=Y-(T+S).  

Это абсолютная ошибка. Численные значения абсолютных ошибок 
приведены в гр.7. По аналогии с моделью регрессии для оценки качества 
построения модели или для выбора наилучшей модели можно применять 
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сумму квадратов полученных абсолютных ошибок. Для данной 
аддитивной модели сумма квадратов абсолютных ошибок равна 1,10. По 
отношению к общей сумме квадратов отклонений уровней ряда от его 
среднего уровня, равной 71,59, эта величина составляет чуть больше 1,5%  
:                                                                      

(1-1,10/71,59)*100=1,536. 
Следовательно, можно сказать, что аддитивная модель объясняет 

98,5% общей вариации уровней временного ряда потребления 
электроэнергии за последние 16 кварталов. 

        
 3.Требуется дать прогноз потребления электроэнергии жителями 

района в течение первого полугодия ближайшего следующего года. 
Прогнозное значение Ft уровня временного ряда в аддитивной 

модели в соответствии с соотношением Y=T+S+E есть сумма трендовой и 
сезонной компонент. 

Объем электроэнергии, потребленной в течение первого полугодия 
ближайшего следующего, т. е. пятого, года, рассчитывается как сумма 
объемов потребления электроэнергии в I и во II кварталах пятого года, 
соответственно F17 и F18. Для определения ендовой компоненты 
воспользуемся уравнением тренда. 

Tt= 5,715+ 0,186·t. 
 
Получим: 
                                        T17=5,715 + 0,186·17 =8,877; 

T18 = 5,715 + 0,186·18 = 9,063. 
 

Значения сезонной компоненты равны: S1 = 0,581 (1 квартал);  
S2= -1,977 (II квартал).   
 Таким образом, 
 

F17 = T17 + S1= 8,877 + 0,581 = 9,458; 
FI8 = T18 +S2 = 9,063 - 1,977 = 7,086. 

 
   Прогноз объема потребления электроэнергии на первое полугодие 

ближайшего следующего (пятого) года составит: 
 

(9,458 + 7,086) = 16,544 млн. кВт  ч. 
 

Задача 2.  

 Пусть имеются поквартальные данные о прибыли компании 
последние  

четыре года  
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Прибыль компании, тыс. долл. США 

                           
Квартал 

    
год 
 

 
I 
 
 

 
II 
 
 

 
III 
 

 
IV 
 
 

            1 
 

72 
 

100 
 

90 
 

64 
           2 

 
70 

 
92 

 
80 

 
58 

            3 
 

62 
 

80 
 

68 
 

48 
            4 

 
52 

 
60 

 
50 

 
30 

  
Требуется: 

1. Определить вид данного временного ряда и основные его 
характеристики. 

2. Построить мультипликативную модель. 
3. Сделать прогноз на ближайшее полугодие. 

      
1.График данного временного ряда свидетельствует о наличии сезонных 

колебаний (период колебаний равен 4) и общей убывающей тенденции 

уровней ряда. Прибыль компании в весенне-летний период выше, чем в 

осенне-зимний период. Поскольку амплитуда сезонных колебаний 

уменьшается, можно предположить существование мультипликативной 

модели. 

 

 
                       
 

   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16   Время, квартал 

Рис.  Прибыль компании 

 

2. Определим  компоненты мультипликативной модели. 
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Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда 
методом скользящей средней. Методика, применяемая на этом шаге, 
полностью совпадает с методикой аддитивной модели. Результаты 
расчетов оценок сезонной компоненты представлены в табл.  

    Расчет оценок сезонной компоненты в мультипликативной модели 

№ 
квартала 

t 
 

Прибыль 
компании, 

Y t 

 

Итого за 
четыре 
квартала 
 

Скользяща
я средняя 
за четыре 
квартала 
 

Центрированна
я скользящая 
средняя 
 

Оценка 
сезонной 
компонент
ы 
 

1 2 3 4 5 6 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

72 
100 
90 
64 
70 
92 
80 
58 
62 
80 
68 
48 
52 
60 
50 
30 

— 
326 
324 
316 
306 
300 
292 
280 
268 
258 
248 
228 
210 
192 
— 
— 

 

— 
81,5 
81,0 
79,0 
76,5 
75,0 
73,0 
70,0 
67,0 
64,5 
62,0 
57,0 
52,5 
48,0 
— 
— 
 

— 
— 

81,25 
80,00 
77,75 
75,75 
74,00 
71,50 
68,50 
65,75 
63,25 
59,50 
54,75 
50,25 

— 
— 
 

— 
— 

1,108 
0,800 
0,900 
1,215 
1,081 
0,811 
0,905 
1,217 
1,075 
0,807 
0,950 
1,194 

— 
— 
 

 
Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как частное от деления 

фактических уровней ряда на центрированные скользящие средние . 
Используем эти оценки для расчета значений сезонной компоненты  S . 
Для этого найдем средние за каждый квартал оценки сезонной 
компоненты Si . Взаимопогашаемость сезонных воздействий в 
мультипликативной модели выражается в том, что сумма значений 
сезонной компоненты по всем кварталам должна быть равна числу 
периодов в цикле. В нашем случае число периодов одного цикла (год) 
равно 4 (четыре квартала). 

 
Расчет сезонной компоненты в мультипликативной модели 
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Показатели 
 

Год 
 
 

№ квартала, i 
I 
 

II 
 

III 
 

IV 
 

 
 
 
 
 

1 
 

_ 
 

_ 
 

1,108 
 

0,800 
 

2 
 

0,900 
 

1,215 
 

1,081 
 

0,817 
 

3 
 

0,905 
 

1,217 
 

1,075 
 

0,807 
 

4 
 

0,950 
 

1,194 
 

— 
 

— 
 

Итого за i-й квартал   
     (за все годы) 
 

 
 
 

 
2,755 

 

 
3,626 

 

 
3,264 

 

 
2,424 

 
Средняя оценка сезон- 
ной компоненты для i-го 
-квартала, Si  
 

 
 
 
 

 
 

0,918 
 

 
 

1,209 
 

 
 

1,088 
 

 
 

0,808 
 

Скорректированная се- 
зонная компонента, St 
 

 
 
 

 
0,913 

 

 
1,202 

 

 
1,082 

 

 
0,803 

 
 

     Имеем: 
0,918+ 1,209 + 1,088 + 0,808 = 4,023. 

 
     Определим корректирующий коэффициент:  

k = 4/4,023 = 0, 9943. 
     Определим скорректированные значения сезонной компоненты, 

умножив ее средние оценки на корректирующий коэффициент k. 
Si = kiS *

r

, где i=1:4.         
Проверим условие равенства 4 суммы значений сезонной 

компоненты: 
0,913+ 1,202+ 1,082 + 0,803=4. 

Получим следующие значения сезонной компоненты: 
V. квартал : S1=0,913 ; 

VI. квартал : S2=1,202 ; 
VII.  квартал : S3=1,082 ; 

VIII.  квартал : S4=0,803 . 
  

             Занесем полученные значения в табл.  для соответствующих кварталов  

каждого года . 
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Шаг 3. Разделим каждый уровень исходного ряда на соответ-

ствующие значения сезонной компоненты. Тем самым мы получим 

величины. Т • Е = Y: S (гр. 4 табл. ), которые содержат только тенденцию 

и случайную компоненту. 

Таблица

Расчет выравненных значений T  и ошибок  Е мультипликативной  модели 
 

t 
 

Yt 
 

Si 
 

Т·Е =Yt/ St 

 
Т 
 

T-S 
 

Е=У,:(T-
S) 
 

Е=У,-(T-
S) 
 

(E)2 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 
 

6 
 

7 
 

8 
 

9 
 1 72 

 
0,913 
 

78,86 
 

87,80 
 

80,16 
 

0,898 
 

-8,16 
 

66,66 
 2 

 
100 
 

1,202 
 

83,19 
 

85,03 
 

102,20 
 

0,978 
 

-2,20 
 

4,86 
 3 

 
90 
 

1,082 
 

83,18 
 

82,25 
 

89,00 
 

1,011 
 

1,00 
 

1,00 
 4 

 
64 
 

0,803 
 

79,70 
 

79,48 
 

63,82 
 

1,003 
 

0,18 
 

0,03 
 5 

 
70 
 

0,913 
 

76,67 
 

76,70 
 

70,03 
 

1,000 
 

-0,03 
 

0,00 
 6 

 
92 
 

1,202 
 

76,54 
 

73,93 
 

88,86 
 

1,035 
 

3,14 
 

9,85 
 7 

 
80 
 

1,082 
 

73,94 
 

71,15 
 

76,99 
 

1,039 
 

3,01 
 

9,08 
 8 

 
58 
 

0,803 
 

72,23 
 

68,38 
 

54,91 
 

1,056 
 

3,09 
 

9,57 
 9 

 
62 
 

0,913 
 

67,91 
 

65,60 
 

59,90 
 

1,035 
 

2,10 
 

4,43 
 10 

 
80 
 

1,202 
 

66,56 
 

62,83 
 

75,52 
 

1,059 
 

4,48 
 

20,0 
 11 

 
68 
 

1,082 
 

62,85 
 

60,05 
 

64,98 
 

1,047 
 

3,02 
 

9,14 
 12 

 
48 
 

0,803 
 

59,78 
 

57,28 
 

45,99 
 

1,044 
 

2,01 
 

4,03 
 13 

 
52 
 

0,913 
 

56,96 
 

54,50 
 

49,76 
 

1,045 
 

2,24 
 

5,02  
 14 

 
60 
 

1,202 
 

49,92 
 

51,73 
 

62,18 
 

0,965 
 

-2,18 
 

4,73  
 15 

 
50 
 

1,082 
 

46,21 
 

48,95 
 

52,97 
 

0,944 
 

-2,97 
 

8,79 
 16 

 
30 
 

0,803 
 

37,36 
 

46,18 
 

37,08 
 

0,809 
 

-7,08 
 

50,12 
 

 
Шаг 4. Определим компоненту. Т в мультипликативной модели. Для этого 

рассчитаем параметры линейного тренда, используя уровни (Т - Е). Результаты 
аналитического выравнивания этого ряда представлены ниже: 

Константа                                          90,585150 
Коэффициент регрессии                    -2,773250 
Стандартная ошибка  
коэффициента регрессии                    0,225556 
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R-квадрат                                              0,915239 
Число наблюдений                         16 
Число степеней свободы                14 
 
Уравнение тренда имеет следующий вид: 

T=90, 59 - 2,773·t. 
 

Подставляя в это уравнение значения  t = 1, ..., 16, найдем уровни для 
каждого момента времени (гр. 5 табл.).  
 

Шаг 5. Найдем уровни ряда по мультипликативной модели,   
умножив уровни. Т на значения сезонной компоненты для соот-
ветствующих кварталов. Графически значения (Т- S) представлены на рис.  

 
Шаг 6. Расчет ошибки в мультипликативной модели производится 

по формуле 
Е= Y:(T-S). 

Численные значения ошибки приведены в гр. 7 табл. Если 
временной ряд ошибок не содержит автокорреляции, его можно 
использовать вместо исходного ряда для изучения его взаимосвязи с 
другими временными рядами. Для того чтобы сравнить 
мультипликативную модель и другие модели временного ряда, можно по 
аналогии с аддитивной моделью использовать сумму квадратов 
абсолютных ошибок. Абсолютные ошибки  мультипликативной модели 
определяются как 

( ).STyE
t

⋅−=  

В данной модели сумма квадратов абсолютных ошибок составляет 
207,40. Общая сумма квадратов отклонений фактических уровней этого 
ряда от среднего значения равна 5023. Таким образом, доля объясненной 
дисперсии уровней ряда равна (1 - 207,40/5023) = 0,959, или 95,9%. 

Выявление и устранение сезонного эффекта (в некоторых ис-
точниках применяется термин «десезонализация уровней ряда») 
используются в двух направлениях. Во-первых, воздействие сезонных 
колебаний следует устранять на этапе предварительной обработки 
исходных данных при изучении взаимосвязи нескольких временных 
рядов. Поэтому в российских и международных статистических 
сборниках часто публикуются данные, в которых устранено влияние 
сезонной компоненты (если это помесячная или поквартальная 
статистика), например показатели объемов производства в отдельных 
отраслях промышленности, уровня безработицы и т.д. Во-вторых, это 
анализ структуры одномерных временных рядов с целью прогнозирования 
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уровней ряда в будущие моменты времени. 
  
 3.Предположим, по данным примера3 необходимо сделать прогноз 

ожидаемой прибыли компании за первое полугодие ближайшего 
следующего года. 

Прогнозное значение Ft уровня временного ряда в 
мультипликативной модели в соответствии с соотношением Y=T*S*E  
есть произведение трендовой и сезонной компонент. Для определения 
трендовой компоненты за каждый квартал воспользуемся уравнением 
тренда 

 
T=90, 59-2,773·t                                                                                                       

 
                Получим: 

T17=90, 59-2,773·17 =43,401; 
                                  T18=90, 59-2,773·18 = 40,626. 

 
Значения сезонной компоненты равны 
  

S1 = 0,913 (I квартал); 
S2= 1,202 (II квартал). 

Таким образом, 
 

F17 = T17 · S1 = 43,401·0, 913 = 39,626; 
 

F18 = Т18 ·S2 = 40,626·1, 202 = 48,832. 
 

Прогноз ожидаемой прибыли компании на первое полугодие 
ближайшего следующего года составит: 

 
(39, 626 + 48,832) = 88,458 тыс. долл. США. 

 
Задача 3 
  По данным за 18 месяцев построено уравнение регрессии 

зависимости прибыли предприятия (млн.руб.) У от цен на сырье 
(тыс.руб.за 1 т) Х1 и производительности труда (ед.продукции на 1 
работника) Х2: 

                  У̂ = 200-1,5х1+4,0х2 
   При анализе остаточных величин были использованы значения, 

приведенные в табл.  
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№ п/п у x1 x2 

1 210 800 300 
2 720 1000 500 
3 300 1500 600 
 … … … 

    
                            ∑ 2

tе =10500, 2
1)( −−∑ tt ee =40000 

Требуется: 
1.Рассчитать У̂ t, еt,et-1, 

2
te , (еt- et-1)

2. 
2.Рассчитать критерий Дарбина-Уотсона. 
3.Оценить полученный результат при 5%-м уровне значимости. 
4.Указать, пригодно ли уравнение для прогноза. 
Решение 
1. у̂ t определяется путем подстановки фактических Х1 и Х2 в 

уравнении регрессии: 
     у̂ 1= ;2003000,48005,1200 =⋅+⋅−       
     у̂ 2= ;7005000,410005,1200 =⋅+⋅−  
     у̂ 3= .3506000,415005,1200 =⋅+⋅−  
Остатки еt рассчитывается по формуле 
                   еt= уt - у̂ t 

Следовательно, 
 E1 = 210-200=10,  E2 = 720-700=20, E3 = 300-350=-50, 
             2

1e =100, 2
2e =400, 2

3e =2500; 
et-1 – те же значения, что и e1, но со сдвигом на один месяц 
Результаты вычислений оформим в виде табл.  
 

№ п/п у̂ t еt et-1 (еt- et-1) (еt- et-1)
2 2

te  
1 200 10 - - - 100 
2 700 20 10 10 100 400 
3 350 -50 20 -70 4900 2500 
… … … … … … … 
∑      40000 10500 

 
2. Критерий Дарбина-Уотсона рассчитывается по формуле 

                           d= 
∑

∑ −−
2

2

1)(

t

tt

e

ee
=

10500

40000=3,81 

3. Фактическое значение d сравниваем с табличными значениями 
при 5%-м уровне значимости. При n=18 месяцев и m=2 (число факторов) 
нижнее значение d=1,05, а верхнее – 1,53. Т.к. фактическое значение d 



 163 

близко к 4, можно считать, что автокорреляция в остатках характеризуется 
отрицательной величиной. В этом можно убедиться: ra≅ 1- d/2= -0,90. 
Чтобы проверить значимость отрицательного коэффициента 
автокорреляции, найдем величину 

                             4 – d = 4 – 3,81 = 0,19, 
Что значительно меньше, чем d. Это означает наличие в остатках 

автокорреляции. 
4. Уравнение регрессии не может быть использовано для прогноза, 

т.к. в нем устранена автокорреляция в остатках которая может иметь 
разные причины. Автокорреляция в остатках может означать, что в 
уравнение не включен какой-либо существенный фактор. Возможно 
также, что форма связи неточна, а может быть, в рядах динамики имеется 
общая тенденция. 

 
Задача 4 
   Имеются следующие данные о величине дохода на одного члена 

семьи и расхода на товар А (см.табл.) 
                                                                                                                

Показатель 1985г 1986г 1987г 1988г 1989г 1990г 
Расходы на товар А, 
руб. 

30 35 39 44 50 53 

Доход на одного члена 
семьи, % к 1985г. 

100 103 105 109 115 118 

 
Требуется: 
1.Определить ежегодные абсолютные приросты доходов и расходов 

и сделать выводы о тенденции развития каждого ряда 
2.Перечислить основные пути уравнения тенденции для построения 

модели спроса на товар А в зависимости от дохода. 
3.Построить линейную модель спроса, используя первые разности 

уровней исходных динамических рядов. 
4.Пояснить экономический смысл коэффициента регрессии. 
5.Построить линейную модель спроса на товар А, включив в нее 

фактор времени. Интерпретировать полученные параметры. 
Решение  
1.Обозначаем расходы на товар А через у, а доходы одного члена 

семьи – через х. Ежегодные абсолютные приросты определяются по 
формулам 

    tу∆ = tу  - 1−tу   ,    tх∆ = tх - 1−tх     
Расчеты можно оформить в виде табл 
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tу  tу∆  tх  tх∆  
30 - 100 - 
35 5 103 3 
39 4 105 2 
44 5 109 4 
50 6 115 6 
53 3 118 3 

 
Значения у∆  не имеют четко выраженной тенденции, они варьируют 

вокруг среднего уровня, что означает наличие в ряде динамики линейного 
тренда (линейной тенденции). Аналогичный вывод можно сделать и по 
ряду х: абсолютные приросты не имеют систематической направленности, 
они примерно стабильны, а следовательно, ряд характеризуется линейной 
тенденцией.  

2.Т.к. ряды динамики имеют общую тенденцию к росту, то для 
построения регрессионной модели спроса на товар А в зависимости от 
дохода необходимо устранить тенденцию. С этой целью модель строится 
по первым разностям, т.е.  у∆ = )(tf   , если ряды динамики характеризуются 
линейной тенденцией . 

   Другой возможный путь учета тенденции при построении моделей 
– найти по каждому ряду уравнение тренда 

               у̂ t= )(tf    и      tх̂ = )(tf    
И отклонения от него 
                dy= tу  - у̂ t  ,  dx= tх - tх̂  
Далее модель строится по отклонениям от тренда 
                 dy= )(tf      
При построении эконометрических моделей чаще используется 

другой путь учета тенденции – включение в модель фактора времени. 
Иными словами, модель строится по исходным данным, но в нее в 
качестве самостоятельного фактора включается время, т.е. у̂ t= )(tf    

3.Модель имеет вид  
                                     xbaу ∆⋅+=∆ˆ = a+b* х∆  
Для определения параметров a и b применяется МНК: Система 

нормальных уравнений следующая: 





∆⋅+∆⋅=∆∆
∆⋅+⋅=∆

∑ ∑ ∑
∑ ∑

.

,
2xbxaxy

xbany
 

Применительно к нашим данным имеем 

                               




⋅+⋅=
⋅+⋅=

.741888

,18523

ba

ba
 

Решая эту систему, получим 
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                             ,0,565bи565,2 ==a  
Откуда модель имеет вид 
                                у̂∆ =2,565+0,565 .x∆⋅  
4.Коэффициент регрессии b=0,565 руб. Он означает, что с ростом 

прироста душевого дохода на 1%-й пункт расходы на товар А 
увеличиваются со средним ускорением, равным  0,565 руб. 

5. Модель имеет вид 
                              у̂ = tcxba ⋅+⋅+  
Применяя МНК, получим систему нормальных уравнений: 

                








⋅+⋅⋅+⋅=
⋅⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅+⋅=

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

.

,

,

2

2

tctxbtayt

txcxbxayx

tcxbanу

 

Расчеты оформим в виде табл.  
 

t y x yx yt xt x2 t2 

1 30 100 3000 30 100 10000 1 
2 35 103 3605 70 206 10609 4 
3 39 105 4095 117 315 11025 9 
4 44 109 4796 176 436 11881 16 
5 50 115 5750 250 575 13225 25 
6 53 118 6254 318 708 13924 36 
21 251 650 27500 961 2340 70664 91 

 
Систему уравнений примет вид 

                        








⋅+⋅+⋅=
⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅+⋅=

.91234021961

,23407066465027500

216506251

cba

cba

cba

                                

Решая ее, получим 
                        a=-5,42;  b=0,322,  c=3,516. 
Уравнение регрессии имеет вид 
                       У= .516,3322,042,5 tx ⋅+⋅+−  
   Параметр b=0,322фиксирует силу связи у и х. Его величина 

означает, что с ростом дохода на одного члена семьи на 1%-й пункт при 
условии неизменной тенденции расходы на товар А возрастают в среднем 
на 0,322 руб. Параметр c=3,516 характеризуют среднегодовой абсолютный 
прирост расходов на товар А под воздействием прочих факторов при 
условии неизменного дохода. 

 
Задача 5 
     По данным за 30 месяцев некоторого временного ряда х, были 
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получены значения коэффициентов автокорреляции уровней: 
     R1=0,63; 
     R2=0,38; 
     R3=0,72; 
     R4=0,97; 
     R5=0,55; 
     R6=0,40; 
     R7=0,65; 
     Rt – коэффициенты автокорреляции I – го порядка. 
Требуется: 
1.Охарактеризовать структуру этого ряда, используя графическое 

изображение. 
2.Построить и выбрать наилучшее уравнение авторегрессии для 

прогнозирования значения хt. Обосновать выбор, указать общий вид этого 
уравнения. 

Решение 
1.Т.к. значения всех коэффициентов автокорреляции достаточно 

высокие, ряд содержит тенденцию. Поскольку наибольшее абсолютное 
значение имеет коэффициент автокорреляции 4 – го порядка R4, ряд 
содержит периодические колебания, цикл этих колебаний равен 4. 

           График этого ряда можно представить на рис. 
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Рис. Графики, характеризующие убывающую тенденцию при разных 

возможных периодических колебаниях. 
  
   Аналогично можно построить график для возрастающей 

тенденции с учетом возможных периодических колебаний.  
2. Наиболее целесообразно построение уравнения авторегрессии : 
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                           Уt= ,4 tt uyba +⋅+ −  
Т.к. значения R4=0,97 свидетельствуют о наличии очень тесной связи 

между уровнями ряда с лагом в 4 месяца. 
       Кроме того, возможно построение и множественного уравнения 

авторегрессии  
Уt от 3−tу  и 4−ty , т.к. R3=0,72; 
              Уt= ,4231 ttt uybуba +⋅+⋅+ −−  
Сравнить полученные уравнения и выбрать наилучшее решение 

можно с помощью скорректированного коэффициента детерминации. 
 
Задача 6 
    На основе помесячных данных о числе браков(тыс.) в регионе за 

последние 3 года была построена аддитивная модель временного ряда. 
Скорректированные значения сезонной компоненты за соответствующие 
месяцы приводятся в табл. 6 

                                                                                                                   
Таблица 6 
 
месяц 

Скорректированные 
значения сезонной 
компоненты 

 
месяц 

Скорректированные 
значения сезонной 
компоненты 

Январь -1,1 Июль 3,0 
Февраль 2,0 Август 1,0 
Март -0,5 Сентябрь 2,5 
Апрель 0,3 Октябрь 1,0 
Май -2,0 Ноябрь -3,0 
Июнь -1,1 Декабрь ? 
 

Уравнение тренда выглядит следующим образом: 

                t
у̂ = t⋅+ 03,05,2       

при расчете параметров тренда использовались фактические 
моменты времени (t= 36;1 ).        

Требуется: 
1. Определить значение сезонной компоненты за декабрь. 
2. На основе построенной модели дать прогноз общего 

числа браков, заключенных в течение первого квартала следующего 
года. 
Решение: 
1. Сумма значений сезонной компоненты внутри одного цикла 

должна быть равна нулю (в соответствии с методикой построения 
аддитивной модели временного ряда). Следовательно, значение сезонной 
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компоненты за декабрь составит: 
   S12=0-(-1+2-0,5+0,3-2-1,1+3+1+2,5+1-3)=-2,2 
2. Прогнозное значение уровня временного ряда Ft в аддитивной 

модели есть сумма трендового значения Tt  и соответствующего значения 
сезонной компоненты St. 

  Число браков, заключенных в первом квартале следующего года, 
есть сумма числа браков, заключенных в январе F37, в феврале F38 и в 
марте F39. 

   Для расчета трендовых значений воспользуемся уравнением 
тренда, указанным в условии задачи: 

                            ŷ t=2,5+0,03·t 
                             T37=2,5+0,03·37=3,67; 
                              T38=2,5+0,03·38=3,64; 
                              T39=2,5+0,03·39=3,67 
 Соответствующие значения сезонных компонент составят: 
 
                             S1=-1-январь; 
                               S2=2-февраль; 
                              S3=-0,5-март. 
        Таким образом, 
                          F37=T37+S1=3,61-1=2,61; 
                          F38=T38+S2=3,64+2=5,64; 
                          F39=T39+S3=3,67-0,5=3,17 
Количество браков, заключенных в первом квартале следующего 

года, составит: 2,61+5,64+3,17=11,42 тыс. или 11420. 
 
Задача 7 
   Строится модель зависимости инвестиций (млн. руб.) y от прибыли 

компании (млн. руб.) x по квартальным данным за 7 лет.  
 

Номер 
года 

Признаки Кварталы 
I II III IV 

1 x 
y 

9 
10 

10 
12 

9 
11 

11 
10 

2 x 
y 

10 
11 

12 
13 

13 
15 

14 
16 

3 x 
y 

14 
11 

17 
11 

18 
10 

18 
11 

4 x 
y 

20 
15 

21 
15 

24 
22 

26 
21 

5 x 24 25 26 28 
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y 21 23 24 24 

6 x 
y 

31 
25 

31 
26 

26 
25 

27 
23 

7 x 
y 

32 
27 

33 
28 

34 
29 

33 
31 

 
Требуется: 

1. Построить уравнение линейной регрессии ŷ =a+bxt и 
оценить его значимость с помощью F-критерия Фишера, а так же 
значимость параметров по t-критерию Стьюдента. 

2. С помощью критерия Дарбина – Уотсона (d) оценить 
автокорреляцию остатков для построенного уравнения регрессии. 

3. Применить обобщенный метод наименьших 
квадратов(ОМНК), используя преобразование исходных данных с 
помощью коэффициента автокорреляции остатков. 

4. Используя результаты ОМНК, дать оценки 
коэффициентов исходного уравнения регрессии. 
 
Решение 

1. К исходным данным применяем МНК и строим 
уравнение линейной регрессии по всей совокупности данных, т.е по 
28 наблюдениям. Результаты оказались следующими: 
ŷ =1,9367+0,7815x R2=0,876 
t       1,47     13,56     F=184 
 
Иными словами, уравнение регрессии статистически значимо: F 

фактическое > F табличного- 4,23 при α =0,05 и число степеней свободы 1 
и 26. 

   Значимым является и коэффициент регрессии: b=0,7815 
фиксирующий положительное воздействие прибыли на величину 
инвестиций. Поскольку МНК применяется к данным по временным рядам, 
постольку необходимо исследовать автокорреляцию остатков. 

 
2. В найденное уравнение регрессии подставляем 

фактические значения x и получаем расчетные значения y, т.е ŷ x. На 
их основе вычисляются остаточные величины: y- ŷ x=e. Критерий 
Дарбина-Уотсона опредеяется по формуле 
                    

                                            d=
( )
∑

∑ −−
2

2
1

t

tt

e

ee
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В нашем примере ∑
28

1

2
te =162,0657, ( )2

1

28

2
−−∑ tt ee =115б7185.  

Соответственно d=0,714, что меньше нижней границы табличного 
значения: при n=28 и m=1 (оценивается один параметр при x). Нижняя 
критическая точка d=1,328. Следовательно,  существует положительная 
автокорреляция остатков. Это означает, что оценка коэффициента 
регрессии не является эффективной и выводы, сделанные в п.1, 
преждевременны.  

 
      3.Наличие положительной автокорреляции остатков 

подтверждается расчетом коэффициента автокорреляции остатков: 
1−tteer . 

При компьютерной обработке он может быть определен исходя из 
формулы линейного коэффициента корреляции. Обратившись к 
статистическим функциям и выбрав в меню функций корреляцию, задаем 
массив1- столбец данных об остатках et позиции со 2-й по 28, и массив 2- 
остатки, сдвинутые на 1 шаг времени, т.е et-1. . По нашим данным, 

1−tteer =0,629931. Можно определить величину коэффициента 

автокорреляции остатков по формуле 
1−tteer =

∑
∑ −⋅

2

1

t

tt

e

ee
, что дает результат 

0,610645. 
Оценка коэффициента автокорреляции остатков может быть дана 

также исходя из величины критерия Дарбина-Уотсона: 
2

1
1

d
r

teet
−≈

−
, что 

составит 0,643. 
Чтобы устранить автокорреляцию в остатках, применим ОМНК. 

Преобразуем исходные данные y1 и  x1 в новые переменные *
ty  и *

tx , где 
*
tx =x1- 1−tteer xt-1 и *

ty =yt- 1−tteer yt-1. 

При расчетах чаще всего коэффициент автокорреляции остатков 
берется как 1-0,5 d, т.е 

1−tteer =0,643. 
Приведенные формулы позволяют найти *

tx и *
ty  для всех строк 

таблицы, кроме первой , т.е по позициям 2-28. Потеря первого 
наблюдения при малых выборках может оказаться существенной и чтобы 
не уменьшать число степеней свободы, можно использовать поправку 
Прайса-Винстена: 2

1
*
1 1 ρ−⋅= xx  и 2

1
*
1 1 ρ−⋅= yy , где ρ -оценка 

коэффициента автокорреляции остатков т.е =ρ
1−tteer =0,643 

      
Расчетная таблица имеет вид 
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№ п/п x y x*  y* *ŷ  u=y*- *ŷ  

1 9 10 6,893 7,659 6,208 1,451 
2 1 12 4,213 5,57 4,182 1,388 
3 9 11 2,57 3,284 2,939 0,345 
4 11 10 5,213 2,927 4,938 -2,011 
5 10 11 2,927 4,57 3,209 1,361 
. . . . . . . 
. . . . . . . 
. . . . . . . 

27 34 29 12,781 10,996 10,661 0,335 
28 33 31 11,138 12,353 9,418 2,935 

 
 

893,6643,019 2*
1 =−=x  

 213,49643,010*
2 =⋅−=x  

57,210643,09*
3 =⋅−=x  

659,7643,0110 2*
1 =−=y  

57,510643,012*
2 =⋅−=y  

284,312643,011*
3 =⋅−=y  

 

Далее к преобразованным данным x* и y*  применяем традиционный  
метод наименьших квадратов,т.е. строим уравнение регрессии:  
у*=a*+bx*+u. 

      Значения параметров регрессии оказались следующими: 
                          y*=0.9959+0.7562x*+u;     R2

 =0.615 
                          t    0.96       6.45              F=41.6 
Для данного уравнения не нарушается предпосылка метода 

наименьших квадратов об отсутствии автокорреляции в остатках: 
087,0

1
=−iiuur . Вместе с тем значимым является как уравнение в целом, так и 

коэффициент регрессии. 
 
4. Было найдено уравнение: у*=a*+bx*+u. Чтобы найти уравнение 

y=a+bx+e, необходимо пересчитать оценку параметра a, т.е 
ρ−

=
1

*a
a . В 

нашем примере имеем: 

       790,2
643,01

9959,0 =
−

=a  

      Следовательно, искомое уравнение регрессии составит 
            Y=2,790+0,756x+e 
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Следует отметить, что при использовании в расчетах коэффициента 
автокорреляции остатков, вычисленного по формуле обычного линейного 
коэффициента корреляции, т.е 63,0629931,0 ≈=ρ  результаты обобщенного 
МНК окажутся близкими: 

  
Y*=1,0028+0,7589x*+u;  R2=0,630 
 t      0,96        6,65             F=44,2 
 
Коэффициент автокорреляции составил 098,0

1
=−iiuur , демонстрируя 

также отсутствие автокорреляции в остатках. Искомое уравнение 
регрессии в этом случае составит 

   exy ++
−

= 7589,0
63,01

0028,1  

Или 
 
y=2,710+0,759x+e. 
 
 
Задача 8 
 
Имеются данные за 24 квартала об объеме продукции (млн. руб.) y и 

инвестициях в основной капитал (млн. руб.) x, представленные в табл.  
 

x 3,5 3,6 3,6 3,7 3,7 3,8 3,9 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 
y 1,51 1,5 1,5 1,53 1,53 1,55 1,58 1,62 1,65 1,63 1,65 1,67 
                                                                                                                          
Продолжение 
 
x 4,5 4,6 4,7 4,9 4,8 4,8 5 5,1 5,3 5,4 5,4 5,4 
y 1,64 1,69 1,74 1,8 1,75 1,65 1,73 1,81 1,87 1,88 1,8 1,84 

  
Требуется: 
 Построить модель с распределенными лагами вида 
             yt=a+b0xt+b1xt-1+b2xt-2+b3xxt-3, 

использовав два варианта : 
1. Применить к исходным данным обычный МНК и сделать 

выводы. 
2. использовать лаги Алмон, предполагая структуру лага 

линейной. 
3. сравнить оба варианта. 
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Решение: 
1. заполняем таблицу вида 

 
№ п п yt xt xt-1 xt-2 xt-3 

1 3,5 1,51 - - - 
2 3,6 1,5 1,51 - - 
3 3,6 1,5 1,5 1,51 - 
4 3,7 1,53 1,5 1,5 1,51 
. . . . . . 
. . . . . . 
. . . . . . 
21 5,3 1,87 1,81 1,73 1,65 
22 5,4 1,88 1,87 1,81 1,73 
23 5,4 1,8 1,88 1,87 1,81 
24 5,4 1,84 1,8 1,88 1,87 

 
По наблюдениям 4-24 строим модель, используя МНК, т.е 

используем в каждом столбце одинаковое число наблюдений-21 
     Результаты регрессии оказались следующими: 
  =tŷ -4,493+2,703xt+0,585xt-1+0,757xt-2+1,373xt-3 
   t     (-18,3)    (7,4)      (1,1)         (1,3)         (3,2) 
   R2=0,989           F=353,6 
 
Хотя уравнение регрессии статистически значимо по величине F-

критерия и соответственно R2, отдельные параметры незначимы: 
            b1=0,585; b2=0,757; b3=1,373. 
 

2. Строим модель, используя лаги Алмон, 
Предполагая линейную структуру лага, т.е линейную 

зависимость коэффициентов регрессии (b1) от величины лага (j), а 
именно: bj=c0+c1j, получим следующие выражения  для 
коэффициентов регрессии bj: 

j=0       b0=c0 

j=1        b1= c0+c1 

j=2        b2= c0+2c1 

j=3        b3= c0+3c1 

 

Подставив эти выражения в модель с распределенными лагами, 
получим: 

    yt=a+c0xt+( c0+c1)xt-1+( c0+2c1)xt-2+( c0+3c1)xt-3. 
  Перегруппируем  слагаемые с одинаковыми коэффициентами 
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“c”: 
       yt=a+c0(xt+xt-1+xt-2+xt-3)+c1(xt-1+ 2xt-2+3xt-3). 
Выражения в скобках представляют собой новые переменные 

z, которые должны быть найдены по исходным данным. 
Строим таблицу. 

№ п/п yt xt xt-1 xt-2 xt-3 z0 z1 

1 3,5 1,51 - - -  - 
2 3,6 1,5 1,51 - - - - 
3 3,6 1,5 1,5 1,51 - - - 
4 3,7 1,53 1,5 1,5 1,51 6,04 9,03 
. . . . . . . . 
. . . . . . . . 
. . . . . . . . 
24 5,4 1,84 1,8 1,88 1,87 7,39 11,17 

 
Далее применяем метод наименьших квадратов к данным об y, z0, z1 

по позициям 4-24, т.е строим уравнение 1100ˆ zczcay ++= . Результаты 
регрессии оказались: 

   Y=-4,32532+1,869241z0-0,35981z1 
    t   (-14,0)         (8,1)              (-2,4) 
R2 =0,979            F=421,4 
 
 Уравнение регрессии статистически значимо и значимы так же все 

коэффициенты регрессии c при новых переменных. Найдем теперь 
коэффициенты регрессии bj, используя ранее показанные выражения: 

b0=c0=1,869241; 
b1= c0+c1=1,869241-0,35981=1,509435; 
b2= c0+2c1=1,869241-2*0,35981=1,149628; 
 b3= c0+3c1=1,869241-3*0,35981=0,789822. 
 
Модель с распределенными лагами имеет вид 
 

=ŷ -4,325+1,869xt+1,509xt-1+1,150xt-2+0,790xt-3 
Подставим в это уравнение исходные данные xt, xt-1, xt-2, xt-3  и 

получим теоретические значения y т.е ŷ , которые совпадают с ŷ при 
подстановке в уравнение 1100ˆ zczcay ++=  значений z0 и z1. 

Так для позиции 4, подставив z0 и z1, имеем: 
 
ŷ =-4,32532+1,869241*6,04-0,35981*9,03=3,715842. 
  Подставим теперь значения xt, xt-1, xt-2, xt-3  в модель с 

распределенными лагами: 
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  ŷ =-                  

4,32532+1,869241·1,53+1,509435·1,5+1,149628·1,5+0,789822·1,51= 
=3,715842.   
 

3. В модели с распределенными лагами (с учетом лагов 
Алмон) коэффициент детерминации несколько ниже: 0,979 против 
0,989 при обычном методе наименьших квадратов. Однако при этом 
все параметры модели оказываются статистически значимыми, как 
коэффициенты cj так и bj , определяемые через сj. При использовании 
процедуры лаги Алмон в программе Econometric views ошибки 
коэффициентов регрессии получаются в автоматическом режиме. 
Так для нашего уравнения 
              =ŷ -4,325+1,869xt+1,509xt-1+1,150xt-2+0,790xt-3 
      Стандартные ошибки коэффициентов регрессии составил: 0,308; 

0,230; 0,088; 0,087; 0,228. 
    После применения процедуры лаги Алмон ошибки 

коэффициентов регрессии уменьшаются, а t-статистика соответственно 
возрастает: -14; 8,1; 17,1; 13,1; 3,5. 

Поэтому модель с распределенными лагами с применением 
процедуры лаги Алмон более предпочтительна.             

Анализ модели показывает, что рост инвестиций в основной капитал 
на 1 млн. руб. в текущем периоде приведет через три года к росту 
продукции в среднем на 5,318 млн. руб. (1,869+1,509+1,150+0,790). При 
этом в текущем периоде реализуется 35,1 

% этого воздействия (1,869/5,318), а через год – еще 28,4% 
(1,509/5,318). Иными словами, в текущем году рост инвестиций на 1 млн. 
руб.ведет к росту объема продукции на 1,869 млн. руб. (краткосрочный 
мультипликатор), а через год прирост составит 1,869+1,509=3,378 млн. 
руб. Через два года прирост продукции составит уже 4,528(3,378+1,150), и 
через три года долгосрочный мультипликатор составит 5,318 млн.руб.  

 
Задачи для самостоятельного решения. 

 
Задача 1  
Динамика выпуска продукции Финляндии характеризуются 

данными (млн.долл.), представленными в табл.  
  

Год Выпуск 
продукции 

Год Выпуск 
продукции 

1961 1054 1979 11172 
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1962 1104 1980 14150 
1963 1149 1981 14004 
1964 1291 1982 13088 
1965 1427 1983 12518 
1966 1505 1984 13471 
1967 1513 1985 13617 
1968 1635 1986 16356 
1969 1987 1987 20037 
1970 2306 1988 21748 
1971 2367 1989 23298 
1972 2913 1990 26570 
1973 3837 1991 23080 
1974 5490 1992 23981 
1975 5502 1993 23446 
1976 6342 1994 29658 
1977 7665 1995 39573 
1978 8750 1996 38435 

 
Требуется: 
1.Провести расчет параметров линейного и экспоненциального 

трендов. 
2.Построить графики ряда динамики и трендов. 
3.Выбрать наилучший вид тренда на основании графического 

изображения и значения коэффициента детерминации. 
 
Задача 2 

Имеются данные об урожайности зерновых в хозяйствах области: 
Год урожайность зерновых, ц/га 
1 10,2 
2 10,7 
3 11,7 
4 13,1 
5 14,9 
6 17,2 
7 20,0 
8 23,2 

 
 
Задание 

1.Обоснуйте выбор типа уравнения тренда.  
2.Рассчитайте параметры уравнения тренда. 
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3.Дайте прогноз урожайности зерновых на следующий год. 
Задача 4 

Имеются следующие данные об уровне безработицы y (%) за 8 месяцев:  
Месяц 1 2 3 4 5 6 7 8 
y 8,8 8,6 8,4 8,1 7,9 7,6 7,4 7,0 

      
Задание 

1.Определите коэффициенты автокорреляции уровней этого ряда первого и 
второго порядка. 

2.Обоснуйте выбор уравнения тренда и определите его параметры. 
3.Интерпритируйте полученные результаты. 

  
Задача 3 
   Имеются данные о разрешениях на строительство нового частного 

жилья, выданных в США в 1990-1994 гг., % к уровню 1987г. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Задание 

Месяц 
 

1990г. 1991г. 1992г. 1993г. 1994г. 

Январь 
 

72,9 61,4 71,2 78,3 86,4 

Февраль 
 

113,4 51,0 69,9 76,4 87,5 

Март 86,2 55,3 74,3 74,5 80,2 

Апрель 80,8 59,1 70,2 68,5 84,3 

Май 73,7 59,5 68,4 71,6 86,8 

Июнь 69,9 64,3 68,5 72,1 86,9 

Июль 
 

71,9 62,5 68,6 73,3 85,2 

Август 
 

69,9 63,1 70,6 76,2 85,0 

Сентябрь 69,4 61,2 69,7 79,8 87,5 

Октябрь 63,3 63,2 72,3 81,2 90,0 

Ноябрь 60,0 64,3 73,5 83,5 88,4 

Декабрь 61,0 63,9 72,5 88,0 85,7 
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1.Рассчитайте трендовую и сезонную компоненты. 
2.Постройте аддитивную модель этого ряда. 
3.Постройте автокорреляционную функцию временного ряда 
количества разрешений на строительство частного нового жилья. 
Охарактеризуйте  структуру этого ряда. 
 
Задача 4 
   В целях прогнозирования объема экспорта страны на будущие 

периоды были собраны данные за 30 лет по следующим показателям: y
t
-

объем экспорта (млрд.долл., в сопоставимых ценах); xt
-индекс 

физического объема промышленного производства (в % к предыдущему 
году). Ниже представлены результаты предварительной  обработки 
исходных данных. 

       1. Уравнения линейных трендов: 
а) для ряда Yt

 

                     Yt
=3,1+ 35,1 y

+ε t
         R

2=0,91           d=2,31; 

б) для ряда xt
 

                    xt
=-8,4+4,8t+ε t

                  R
2=0,89           d=2,08. 

        2. Уравнение регрессии по уровням временных рядов: 
                  Yt

=-10,5+0,5xt
 +ε t

            R
2=0,95             d=2,21. 

        3. Уравнение регрессии по первым разностям уровней 
временных рядов: 

                 Yt
∆ =1,4+0,03 X t

∆ +ε t
        R

2=0,86            d=2,25. 
         4. Уравнения регрессии по вторым разностям  временных 

рядов: 
                  Y∆ =0,7+0,012 X t∆2 +ε t

          R
2=0,47        d=2,69. 

        5. Уравнение регрессии по уровням временных рядов с 
включением фактора времени: 

                Yt
=4,23+0,24X t

+0,78t+ε t
            R

2=0,97         d=0,9. 

Задание 
1.Сформулируйте свои предположения относительно величины 
коэффициента автокорреляции первого порядка в каждом из рядов. 

          Ответ обоснуйте. 
2.Выберите наилучшее уравнение регрессии, которое можно 
использовать для прогнозирования объема экспорта, и дайте 
интерпретацию его параметров. 
3.Пусть известна информация за последние три года. 

Год 
(номер периода t) 

    28         29       30         31 
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Используя выбранное вами в п. 2 уравнение, дайте точечный  

прогноз ожидаемого значения y
t
 на ближайший  год (период 31). 

 
Задача 5 
Изучается зависимость объема продаж бензина  ( y

t
) от динамики 

потребительских цен (xt
) . Полученные за последние 6 кварталов данные 

представлены в таб. 
                        Показатели   1кв   2кв 3кв 4кв  5кв 6кв 
Индекс потребительских цен, 
% к кварталу 1 

100 104 112 117 121 126 

Средний за день  объем 
продаж бензина в течение 
квартала, тыс. л 

89 83 80 77 75 72 

 
 
Известно также, что ∑xt

=680,          ∑ y
t
=476,        yx tt∑ =53648,        

∑xt

2 =77566. 
 
Задание 

1. Построй те модель зависимости объема продаж бензина от 
индекса потребительских цен с включением фактора времени. 

2. Дай те интерпретацию  параметров полученной вами модели. 
 
Задача 6 
    Годовое потребление товара А и доходы населения (тыс.руб.) за 

1989-1997 гг. приведены  в табл. 
 

Показатель 1989
г. 

1990
г. 

1991
г. 

1992
г. 

1993
г. 

1994
г. 

1995
г. 

1996
г. 

1997
г. 

Потреблен
ие 

46 50 54 59 62 67 75 86 100 

Доходы 53 57 64 70 73 82 95 110 127 
 

Yt     38        742        43        ??? 
Xt     120        126        121        124 
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Задание 
1. Определите уравнение  регрессии, включив  в него 

фактор времени, если известно, что ∑Υ =599, 

∑ = ,731X ∑ =Υ 52179X ,∑ = /643612X 423672 =∑Y  
2. Интерпретируйте полученные результаты. 

 
 
Задача 7 
В табл. Приводятся данные об уровне дивидендов, выплачиваемых 

по обыкновенным акциям (в процентах), и среднегодовой стоимости  
основных фондов компании (X, млн. руб.), в  сопоставимых ценах за 
последние девять лет.  

 
 
Показатель 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Среднегодовая 
стоимость основных 
фондов 

72 75 77 77 79 80 78 79 80 

Дивиденды по 
обыкновенным акциям 

4,2 3,0 2,4 2,0 1,9 1,7 1,8 1,6 1,7 

 
Задание 

1. Определите параметры уравнения регрессии по первым 
разностям и дайте их интерпретацию. В качестве зависимой 
переменной используйте показатели дивидендов по обыкновенным 
акциям. 

2. В чем состоит причина построения  уравнения регрессии 
по первым разностям, а не по исходным уровням рядов? 
 
Задача 8 
 
Имеются данные за десять лет (1987-1996 гг.) о производительности 

труда и    электровооружённости   труда  на одном из предприятий  
промышленности  области  (табл.). 

 
Показатель 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Среднегодовая  
выработка 
продукции на 1 
рабочего, усл. ед., y 

28,
7 

31,
7 

31,
7 

32,
6 

33,
9 

31,
2 

33,
3 

42,
6 

46,
0 

49,
9 
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Электровооруженно
сть, кВт’ч/чел.-ч, x 

3,3
3 

3,3
9 

3,5
0 

3,6
3 

3,8
1 

3,8
4 

3,8
8 

4,0
7 

4,1
2 

4,1
7 

 
Результаты аналитического выравнивания привели к следующим 

уравнениям трендов для каждого из рядов: 
  а) для временного ряда производительности труда: 

ttty
2^

09,004,119,33 ⋅+⋅+=   (t=-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9); 
б) для временного ряда электровооруженности: 

ttx
2^

*09?0774?3 +=    (t =-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9). 
 
Задание 

1. Определите коэффициент корреляции между временными 
рядами, используя непосредственно исходные уровни, первые 
разности для электровооруженности и вторые разности для 
производительности труда, отклонения от основной тенденции. 

2. Объясните различия полученных результатов. 
3. Рассчитайте коэффициент автокорреляции внутри 

каждого временного ряда. 
 

 
Тема. Системы эконометрических уравнений 

 
Задача  1. 
Требуется: 
1.Проверить следующую структурную модель на идентификацию 

               








++=
++=
++=

3331312323

2223231212

3131113131

xaxayby

xaybyby

xaxayby

 

2.Исходя из приведенной формы модели уравнений 

                 








++−=
+−=
++=

.585

,263

,1042

33213

3212

3211

xxxy

xxxy

xxxy

   

найти структурные коэффициенты  модели. 
Решение 
1.Модель имеет три эндогенные (y1,y2,y3) и три экзогенные(x1,x2,x3) 

переменные. 
        Проверим каждое уравнение системы на необходимое(H)  
и  достаточное (D)  условия идентификации. 
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Первое уравнение. 
        H: эндогенных переменных – 2 (y1,y3), 
Отсутствующих экзогенных – 1 (x2). 
Выполняется необходимое равенство: 2 = 1+1, следовательно, 

уравнение точно идентифицируемо. 
        Д: в первом уравнении отсутствуют y2 и  x2.Посмотрим матрицу 

из коэффициентов при них в других уравнениях системы: 
                    

     Уравнение 
 

Отсутствующие переменные 
               У1                X1 

        второе                 -1                a22 
        третье                  b32                 0 

                        
   DET A = -1* 0 – b32  * a32 ≠0. 

Определитель матрицы не равен 0, ранг матрицы равен 2;  
Следовательно, выполняется достаточное условие 

идентификации, и первое уравнение точно идентифицируемо. 
Второе уравнение. 
H: эндогенных переменных – 3 (y1,y2,y3), отсутствующих экзогенных 

–             2 (x1,x2). 
     Выполняется необходимое равенство: 3 = 2+1, следовательно, 

уравнение точно идентифицируемо. 
Д: во втором уравнении отсутствуют x1и x2.Посмотрим матрицу из 

коэффициентов при них в других уравнениях системы: 
      уравнение          Отсутствующие переменные  

                X1               X3 
          первое                 a11               a13 
          третье                 a31               a33 

 
                         DET A=a11*a33 – a31*a13≠0. 
Определитель матрицы не равен 0 , ранг матрицы равен 2 , 

следовательно , выполняется достаточное условие идентификации, и 
второе уравнение точно идентифицируемо. 

Третье уравнение. 
H: эндогенных переменных – 2 (y2,y3), отсутствующих экзогенных – 

1 (x2). 
Выполняется необходимое равенство: 2=1+1, следовательно, 

уравнение точно идентифицируемо. 
Д: в третьем уравнении отсутствуют y1 и x2.Посмотрим матрицу из 

коэффициентов при них в других уравнениях системы: 
           Уравнение           Отсутствующие переменные 
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                У1              X2 
        первое                 -1               0 
        второе                b21              a22 
 

                               DET A=-1·a22 – b22·0≠0. 
Определитель матрицы не равен 0, ранг матрицы равен 2, 

следовательно, выполняется достаточное условие идентификации и третье 
уравнение идентифицируемо. 

Таким образом , исследуемая система точно идентифицируема и 
может быть решена косвенным методом наименьших квадратов (КМНК). 

2.Вычислим структурные коэффициенты модели: 
1) из третьего уравнения приведенной формы выразим x2 (так как его 

нет в первом  уравнении структурной формы): 
                      
            X2 = (У3+5·X1 – 5·X3)/8. 
Данное выражение содержит переменные у3,x1 и x3, которые нужны 

для первого уравнения структурной формы модели (СФМ).Подставим 
полученное выражение x2 в первое уравнение приведенной формы модели 
(ПФМ):  

           У1=(2·X1+4·(У3+5·X1 – 5·X3)/8)+10·X3 
У1=0.5·У3+4.5·X1+7.5·X3 – первое уравнение СФМ; 
2)во втором уравнении СФМ нет переменных  x1 и x3.Структурные 

параметры второго уравнения СФМ можно будит определить в два этапа. 
      Первый этап: выразим x1 в данном случае из первого или 

третьего уравнения ПФМ. Например , из первого уравнения : 
 
                      X1 = (у1-4·x2-10·x3)/2=0.5·у1-2·x2-5·x3. 
Подстановка данного выражения  во второе уравнение ПФМ не 

решило бы задачи до конца, так как в выражении присутствует  x3 , 
которого нет в СФМ. 

Выразим x3  из третьего уравнения  ПФМ: 
                           X3= (У3+5·X1-8·X2)/5. 
Подставим его в выражении x1: 
X1=0.5·у1-2·x2-5·((у3+5·x1-8·x2)/5) =0.5·у1-у3+6·x2-5·x1; 
                        X1= (0.5·у1-у3+6·x2)/6. 
Второй этап: аналогично , чтобы выразить x3 через искомые у1,у2, и  

x3, заменим в выражении x3 значение x1 на полученное из первого 
уравнения ПФМ : 

    X3=У3+5·(0.5·У1-2·X2-5·X3) - 8·X2=0.2·У3+0.5·У1-3.6·X2-5·X3. 
следовательно,  x3=0.033·у3+0.083·у1-0.6·x2. 

Подставим  полученные  x1 и x2 во второе уравнение ПФМ: 
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У2 = (3·(0.5·у1-у3+6·x2)/6)-6·x2+2·(0.033·у3+0.083·у1-0.6·x2) 
 
У2 =0.416·у1-0.434·у3-4.2·x2 – второе уравнение СФМ. Это 

уравнение можно получить из ПФМ иным путем. Суммируя  все 
уравнения, получим 

                           
                У1  = 2·x1+4·x2+10·x3, 
                У2 = 3·x1-6·x2+2·x3, 
                У3 = -5·x1+8·x2+5·x3 
   ______________________________ 
    У1+у2+у3=6·x2+17·x3            
Далее из первого и второго уравнений ПФМ исключим x1 , умножив 

первое уравнение на 3, а второе  - на (-2) и просуммировав их: 
           3·у1=6·x1+12·x2+30·x3, 
           -2·у2=-6·x1+12·x2-4·x3. 
   __________________________ 
   3·у1-2·у2=24·x2+26·x3 
   
Аналогичным путем из полученных уравнений исключаем x3, а 

именно: 

                 




+=−
−+=++
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xxуу

xxууу
 

 
-26·у1-26·у2-26·у3=-156·x2-442·x3, 
            51·у1-34·у2=408·x2+442·x3,        ⇒  
_________________________________ 
60·у2=25·у1-26·у3-252·x2                     ⇒  
У2=0.416·у1-0.433·у3-4.2·x2; 
 
3)из второго уравнения ПФМ выразим x2, так как его нет в третьем 

уравнении СФМ: 
    X2= (-У2+3·X1+2·X3)/6=-0.167·У2+0.5·X1+0.333·X3.  
Подставим полученное выражение в третье уравнение ПФМ; 
У3=-5·X1+8·(-0.167·У2+05·X1+0.033·X3)+5·X3         ⇒  
У3=-1.336·У2-X1+7.664·X3 – третье уравнение СФМ. 
Таким образом, СФМ примет вид 
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Задача  2. 
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Изучаем модель вида  
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
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eуbуbaC
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Где   у     -    валовой национальный доход; 
         У-1 -     валовой национальный доход предшествующего  года; 
         C   -     личное  потребление;   
         D   -      конечный спрос  (помимо личного потребления); 
         e1 и e2 -  случайные составляющие. 
Информация за девять лет о приростах всех показателей дана в 

таблице  
                                                                                                    

год D у-1 у С год D у-1 у C 
1 -6,8 46,7 3,1 7,4 6 44,7 17,8 37,2 8,6 
2 22,4 3,1 22,8 30,4 7 23,1 37,2 35,7 30,0 
3 -17,3 22,8 7,8 1,3 8 51,2 35,7 46,6 31,4 
4 12,0 7,8 21,4 8,7 9 32,3 46,6 56,0 39.1 
5 5,9 21,4 17,8 25,8 ∑  167,5 239,1 248,4 182.7 

 
Для данной модели была получена система приведенных уравнений: 
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Требуется: 
1. Провести идентификацию модели. 
2. Рассчитать параметры уравнений структурной модели. 

Решение  
1. В данной модели две эндогенные (у и С) и  две 

экзогенные переменные (D и у). Второе уравнение точно 
идентифицировано,  так как содержит две эндогенные переменные и 
не содержит одной экзогенной переменной из системы. Иными 
словами, по счетному правилу идентификации для второго 
уравнения имеем равенство: 2=1+1. 
Первое уравнение сверхидентифицировано,так как в нем на 

параметры  при C и D наложено ограничение: они должны быть равны. В 
этом уравнении содержится одна эндогенная переменная у. Переменная  C  
в  данном уравнении не рассматривается как эндогенная , так как она 
участвует в уравнении не самостоятельно, а вместе с переменной D. В 
данном уравнении отсутствует одна экзогенная переменная, имеющаяся в 
системе. По счетному правилу идентификации получаем: 1+1 = 2: D + 1 > 
H. Это больше, чем число эндогенных переменных в данном уравнении, 
следовательно, система сверхидентифицирована .  
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2. Для определения параметров сверхидентифицированной 
модели используется двух шаговый метод наименьших квадратов 
(ДМНК). 
Шаг 1. На основе системы приведенных уравнений по точно 

идентифицированному второму уравнению определим теоретические 
значение эндогенной  переменной  C. Для этого в приведенное уравнение  

              C= 8.636 + 0.3384*D + 0.2020*У-1 
Подставим значение D и у-1, имеющиеся в условие задачи. Получим: 
˜C1=15.8 ˜C2=16.8; ˜C4=14.3; ˜C5=15.0; ˜C6=27.4; ˜C7=24.0; ˜C8=33.2; 

˜C9=29.0. 
Шаг 2 . По сверхидентифицируемому  уравнению структурной 

формы модели заменяем фактические значения C на  теоретические  ˜C   
рассчитываем нужную переменную   ˜C + D   (таблица ). 

                                                                                                      
Год D ˜C ˜C+D Год D ˜C ˜C+D 
1 -6.8 15.8 9.0 6 44.7 27.4 72.1 
2 22.4 16.8 39.2 7 23.1 24.0 47.1 
3 -17.3 7.4 -9.9 8 51.2 33.2 84.4 
4 12.0 14.3 26.3 9 32.3 29.0 61.3 
5 5.9 15.0 20.9 ∑  167.5 182.9 350.4 

 
     Далее к сверхидентифицированному  уравнению применяется 

метод наименьших квадратов. Обозначим новую переменную  ˜C+D  через 
Z. Решаем уравнение    у =a1 + b1·Z. 

Система нормальных уравнений составит: 
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ba
     a1=7.678; b1=0.512. 

Итак, первое уравнение структурной модели будит таким: 
                                   У=7.678=0.512*(C+D). 
Поскольку  второе уравнение точно идентифицировано, то оценка 

его параметров может быть дана с помощью косвенного метода 
наименьших квадратов (КМНК). Исходя из приведенной модели, выразим 
переменную D из первого уравнения  системы  и подставим во второе 
уравнение: 

                     D = (У-0.2610·У-1 – 8.219)/0.6688; 
  C= 8.636 + 0.3384·(((У-0.2610·У-1-8.219)/0.6688) + 0.2020·У-1) = 
= 8.636+0.506·У-0.1321·У-1-4.1587+0.2020·У-

1=4.4773+0.506·у+0.0699·у-1. 
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 Это же уравнение  C=4.4773+0.506·у+0.0699·у-1 можно получить, 
также применяя ДМНК ко второму структурному уравнению. В этом 
случаи сначала определяем ˜у  из первого уравнения приведенной 
системы, подставляя в него значение  D и у-1,  а затем используем МНК к 
уравнению 

C=a2+b2·˜у+b3· у-1. При этом ˜у  составит: 
˜у1=15.860; у̃2=24.009; у̃3=2.60; у̃4=18.280; у̃5=17.75; у̃6=42.76; 

˜у7=33.378; у̃8=51.779; у̃9=41.984; ∑ = ,4.248у  что указывает на 

правильность расчетов, ибо ∑ =у ∑ ′ = 4.248у . Применяя МНК по 

второму структурному уравнению  используя при этом не фактическое 
значение  у, а расчетные, то есть  ˜у, получим систему  нормальных 
уравнений: 
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По данным примерам получаем: 
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Откуда 

;33391334=∆  ;149485264=∆a  ;168960292 =∆b  23348213 =∆b ; a=4.4768; 
b2=0.506; 

b3=0.0699. Соответственно второе структурное уравнение составит: 
               у=4.4768=0.506у + 0.0699у-1.    
Как видим, результат совпадает с КМНК, но трудоемкость 

вычислений возросла. 
Задача  3. 
Имеются данные за 5 лет (таблица). 
                                                                                               

Номер года Годовое 
потребление 
свинины на 

душу 
населения, 
фунтов, у1 

Оптовая 
цена за 

фунт, долл., 
у2 

Доход на 
душу 

населения, 
долл., x1 

Расходы по 
обработке 
мяса, % к 
цене, x2 

1 60 5.0 1300 60 
2 62 4.0 1300 56 
3 65 4.2 1500 56 
4 62 5.0 1600 63 
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5 66 3.8 1800 50 
 

Требуется:  Построить модель вида: 
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Рассчитав соответствующие  структурные коэффициенты. 
Решение  
Система одновременных уравнений с двумя  эндогенными и двумя 

экзогенными переменными имеет вид 
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В каждом уравнении две эндогенные и одна отсутствующая 
экзогенная переменная из имеющихся в системе. Для каждого уравнения  
данной системы действует счетное правило 2=1+1. Это означает, что 
каждое уравнение и система в целом идентифицированы. Для  
определения параметров системы  применяется косвенный метод 
наименьших квадратов. 

C этой целью структурная форма модели  преобразуется в 
приведенную форму: 
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В  которой  коэффициенты при x определяются методом 
наименьших квадратов. Для нахождения значений   11δ   и   12δ  запишем 
систему нормальных уравнений: 
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При  ее решении предполагается, что x и у выражены через 
отклонения  от средних  уровней,   т.е.  матрица исходных  данных 
составит:  

 
 У1 

-3 
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∑  0 0.0 0 0 

 
Применительно к ней необходимые суммы оказываются 
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следующими: 
∑ = ;160011xу  ∑ −= ;3721xу  ;1800002

1 =∑ x  ∑ −= ;190021xx  ∑ = .962
2x  

Система нормальных уравнений составит: 
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Решая ее,  получим: 
                                    ;00609.011 =δ  .26481.012 −=δ  
Итак, имеем у1 =0.00609*x1 – 0.26481*x1. 
Аналогично строим систему нормальных уравнений для 

определения коэффициентов 21δ  и  22δ : 
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Следовательно,  ;00029.021 =δ  ,11207.022 =δ   тогда второе уравнение 
примет вид:   у2=0.00029*x1+0.11207*x2. Приведенная форма имеет вид 
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Из чего определяем коэффициенты структурной модели: 

    




−=
−=

11207.0/)*00029.0(

*26481.0*00609.0

122

211

xуx

xxу
;   

 у1=0.00609*-0.26481*(у2-0.00029*x1)/0.11207=-
2.36290*у2+0.00678*x1 
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У2=0.00029*((у1+0.26481*x2)/0.00609)+0.11207*x2  
Итак, структурная форма модели имеет вид: 
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Задача  4. 
Рассматриваются следующая модель: 
Ct=a1+b11·Y t+ b12·Ct-1+U1   (функция потребления); 
I t=a2+b21·rt+b22·I t-1+U2        (функция инвестиций); 
rt=a3+b31·Y t+b32·M t+U3      (функция денежного рынка) ; 
Y t = Ct + I t+ Gt                     (тождество дохода); 
Где Ct          -     расходы на потребление в период t; 
       Yt          -     совокупный доход в период t; 
       It           -     инвестиции в период t; 
       rt           -     процентная ставка в период t; 
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       Mt         -     денежная масса в период t; 
       Gt          -     государственные расходы в период t; 
       Ct-1        -      расходы на потребление в период t-1; 
       It-1         -      инвестиции в период t-1; 
       U1 U2, U3    -    случайные ошибки. 
Требуется: 
1. Предложить способ оценки параметров модели по имеющимся 

временным рядам  данных по всем переменным. 
2. Как изменится ответ на вопрос п. 1, если из модели исключить 

тождество дохода? 
Решение  

1. Модель представляет собой систему одновременных 
уравнений. Для ответа на вопрос о способе оценки ее параметров 
проверим каждое уравнение на идентификацию. Модель включает 
четыре эндогенные переменные (Ct, It,Yt  и  rt) и предопределенные 
переменные  (две экзогенные переменные – Mt и Gt и две лаговые 
эндогенные переменные – Ct-1 и It-1). 
Проверим необходимое условие идентификации для уравнений 

моделей. Первое уравнение включает две эндогенные переменные (Ct и 
Y t) и одну предопределенную переменную (Ct-1). Следовательно, число 
предопределенных переменны, не входящих в уравнение, плюс 1, больше 
числа эндогенных переменных, входящих в уравнение: 3+1>2. Уравнение 
сверхидентифицировоно. Второе уравнение включает две эндогенные 
переменные  (It и rt)  и не включает трех предопределенных переменных. 
Как и первое уравнение, оно сверхидентифицируемо. Третье уравнение 
тоже включает две эндогенные переменные (Yt и rt) и не включает трех 
предопределенных переменных. Это уравнение сверхидентифицировано. 
Четвертое уравнение представляет собой тождество, параметры которого 
известны. Проверим для каждого уравнения достаточное условие 
идентификации. Для этого составим матрицу коэффициентов при 
переменных модели: 

 
Уравнение  Ct Yt Ct-1 It rt It-1 Mt Gt 
Первое  -1 b11 b12 0 0 0 0 0 
второе 0 0 0 -1 b21 b22 0 0 
Третье  0 b31 0 0 -1 0 b32 0 
тождество 1 -1 0 1 0 0 0 1 

  
В соответствии с достаточным условием идентификации 

определитель матрицы коэффициентов при переменных, не входящих в 
исследуемое уравнение, не должен быть равен нулю, а ранг матрицы 
должен быть равен числу эндогенных переменных модели минус 1, т.е. 4-
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1=3. 
Первое уравнение. 
Матрица коэффициентов при переменных, не входящих в уравнение, 

имеет вид: 
                                  

           A = 
















−
−

10001

0010

001

32

2221

b

bb

     

Если ее ранг равен 3, так как  определитель квадратной подматрицы 
3*3 этой  матрицы не равен нулю:  

                                      Det*=
















−
−

101

010

01 21b

≠0. 

Достаточное условие идентификации для первого уравнения 
выполняется. 

Второе уравнение. 
Выпишем матрицу коэффициентов при переменных, не входящих в 

уравнение: 

                              A=
















−

−

10011

000

001

3231

1211

bb

bb

 

Ее ранг равен 3, так как определитель квадратной  подматрицы 3*3 
этой матрицы не равен нулю: 

                  

             DetA*=














−

101

00

001

32b ≠0. 

Достаточное условие идентификации для второго уравнения 
выполняется. 

Третье уравнение. 
Выпишем матрицу коэффициентов при переменных, не входящих в 

уравнение: 

                                    A=
















−
−

10101

0100

0001

22

12

b

b

. 

Ее ранг равен 3, так как определитель квадратной  подматрицы 3*3 
этой матрицы не равен нулю: 

                                              DetA*=
















−
−

111

010

001

≠0. 
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Достаточное условие идентификации для третьего уравнения 
выполняется. Таким образом, все уравнения модели 
сверхидентифицированы. Для оценки параметров каждого из уравнений 
будем применять двух шаговый МНК. 

Шаг 1. Запишем приведенную форму модели в общем виде: 
Ct=A1+A2·C1-1+A3·I t-1+A4·M t+A5·Gt+V1 
 
I t=B1+B2·Ct-1+B3·I t-1+B4·M t+B5·Gt+V2 
 
Y t=D1+D2·Ct-1+D3·I t-1+D4·M t+D5·Gt+V3 
 
Rt=E1+E2·Ct-1+E3·I t-1+E4·M t+E5·Gt+V4 
 
Где V1,V2,V3,V4 – случайные ошибки. 
Определим параметры каждого из них приведенных выше уравнений 

в отдельности обычным МНК. Затем найдем расчетные значения 
эндогенных переменных  ﬞY t,˜ rt, используемых в правой части структурной 
модели, подставляя в каждое уравнение приведенной формы 
соответствующее значение предопределенных переменных. 

Шаг 2. В исходных структурных уравнениях заменим эндогенные 
переменные выступающие в качестве  факторных признаков, их 
расчетными значениями: 

Ct=a1+b11·Ýt+b12·Ct-1+U1
*, где U1

*+b11·V1; 
 
I t=a2+b21·ŕt+b22·I t-1+U*2, где U*

2=U2+b2·V2 
 
rt=a3+b31·Ýt+b32·M t+U3, где U*

3+b31·V3. 
 
Применяя к каждому из полученных уравнений в отдельности 

обычный  МНК, определим структурные параметры a1,b11,b12,a2,b21,a3,b31 и 
b32. 

2. Если из модели исключить тождество дохода. Число 
предопределенных переменных модели уменьшится на 1  (будет 
исключена переменная  Gt). 

Число эндогенных переменных модели также снизится на единицу – 
переменная Yt станет экзогенной. В правых частях функции потребления 
и функции денежного рынка будут  находится  только предопределенные 
переменные. Функция инвестиций постулирует зависимость эндогенной 
переменной It от эндогенной переменной rt   (которая зависит только от 
предопределенных переменных) и предопределенной переменной It-1. 
Таким образом, мы получим рекурсивную систему. Ее параметры можно 
оценивать обычным МНК, и нет необходимости исследования системы 
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уравнения  на идентификацию. 
 

Задачи для самостоятельного решения 
Задание к задачам 1-19 
 

1. Применив необходимое и достаточное условие 
идентификации, определите, идентифицировано ли каждое из 
уравнений модели. 

2. Определите метод оценки параметров модели. 
3. Запишите приведенную форму модели. 

 
Задача 1 
       
        Модель денежного рынка: 

 
    Rt  =  α1 + b11 · Mt + b12Yt + e1, 

 
Yt = α2 + b21Rt + b22I t +e2. 

 

где  R  – процентная ставка; 
       Y   – ВВП; 
       M  – денежная масса; 
       I    – внутренние инвестиции; 
       t    – текущий период. 
    
Задача 2 
            
        Модель Менгеса: 
 

   Yt = α1 +b11Yt -1 +b12 I t + e1, 
 

                                                         It  = α2 + b21Yt + b22 Qt + e2, 
 

                    Ct = α3 + b31Y  + b32 Ct -1 + b33 Pt + e3, 
 

                                                        Qt = α4 + b41 Qt -1 + b42 Rt + e4, 
 
где  Y    –  национальный доход; 
       C    –  расходы на личное потребление; 
       I      –  чистые инвестиции; 
       Q    –  валовая прибыль экономики; 
       P     –  индекс стоимости жизни; 
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       R     –  объем продукции промышленности; 
       t       –  текущий период; 
       t–1   –  предыдущий период. 
 
Задача 3 
             
      Одна из версий модифицированной модели Кейнса имеет вид 
 

Ct = α1 + b11 Yt + b12 Yt -1  + e1, 
 

I t = α2 + b21 Yt + b22 Yt -1 + e2, 
 

                                                     Yt = Ct + I t + Gt ,  
 
где  C    –   расходы на потребление;    
        Y    –   доход; 
        I     –   инвестиции; 
        G    –  государственные расходы; 
        t      –  текущий период; 
        t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 4 
        
       Модель мультипликатора-акселератора: 

 
                                                    Ct = α1 + b11 Rt + b12 C t -1 + e1, 

 
                                                    It  = α2 + b21 (Rt – R t -1) + e2, 

 
                                                    Rt = Ct + I t , 
 
где    C    –  расходы на потребление;    
          R    –  доход; 
          I     –  инвестиции; 
          t      –  текущий период; 
          t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 5 
           
        Конъюнктурная модель имеет вид 
 
                                                    Ct = α1 + b11 Yt + b12 C t -1 + e1, 
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                                                    It  = α2 + b21 r t + b22I t-1 + e2, 

 
                                                    rt  =  α3 + b31Yt  + b32 Mt + e3, 
 
                                                    Yt = Ct + I t + Gt ,                                                      
   
где  C   –  расходы на потребление;   
       Y    –  ВВП;  
       I     –  инвестиции; 
       r     –  процентная ставка; 
      M    –  денежная масса; 
      G    –  государственные расходы; 
      t      –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
  
Задача 6 
         
        Модель протекционизма Сальватора (упрощенная версия): 
 
                                                    Mt = α1 + b12Nt + b13S t + b14 E t -1 + b15M 

t -1 + e1, 
 

                                                    Nt = α2 + b21Mt + b23S t + b26 Yt  + e2, 
                                                     

         St = α3 + b31Mt + b32 N t + b37 Xt  + e3, 
 

где  M   –  доля импорта ВВП;   
       N    –  общее число прошений об освобождении от таможенных 

пошлин;  
       S     –  число удовлетворенных прошений об освобождении от 

таможенных пошлин; 
       E    –  фиктивная переменная, равная 1 для тех лет, в которые 

курс доллара на                
                 международных валютных рынках был искусственно 

завышен, и 0 – для всех   
                 остальных лет; 
      Y     –  реальный ВВП; 
      X     –  реальный объем чистого экспорта; 
      t      –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
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Задача 7 
       
       Макроэкономическая модель (упрощенная версия модели 

Клейна): 
 

 
Ct = α1 + b12Yt + b13Tt + e1, 

 
   It = α2 + b21Yt + b24 Kt -1 + e2, 

 
                                                       Yt = Ct + I t ,  
 
где    C    –  потребление;    
          I     –  инвестиции; 
          Y    –  доход; 
          T    –  налоги; 
          K    –  запас капитала; 
          t      –  текущий период; 
          t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 8 
         
        Макроэкономическая модель экономики США (одна из версий): 
 
       Ct = α1 + b11 Yt + b12 C t -1 + e1t                                      (функция 

потребления); 
 
       It  = α2 + b21 Yt + b23r t+ e2t                                          (функция 

инвестиций); 
 
       rt  =  α3 + b31Yt  + b34 Mt + b35r t -1 + e3t                 (функция денежного 

рынка);   
 
       Yt = Ct + I t + Gt                                                    (тождество 

дохода),   
 
где  C   –  потребление;   
       Y    –  ВВП;  
       I     –  инвестиции; 
       r     –  процентная ставка; 
      M    –  денежная масса; 
      G    –  государственные расходы; 
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      t      –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 9 
         
        Модель Кейнса (одна из версий): 
 
       Ct = α1 + b11 Yt + b12 Yt -1 + e1t                                      (функция 

потребления); 
 
       It  = α2 + b21 Yt + e2t                                                    (функция 

инвестиций); 
 
       Yt = Ct + I t + Gt                                                   (тождество дохода),   
 
где  C   –  потребление;   
       Y    –  ВВП;  
       I     –  валовые инвестиции; 
      G    –  государственные расходы; 
       t     –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
 
 
Задача 10 
         
        Модель денежного и товарного рынков: 
 
       Rt = α1 + b12 Yt + b14 M t  + e1                                      (функция денежного 

рынка); 
 
       Yt  = α2 + b21 Rt + b23I t  + b25 Gt + e2                         (функция товарного 

рынка); 
 
       It = α3 + b31Rt  + e3                                             (тождество 

инвестиций),   
 
где  R   –  процентные ставки;   
       Y    –  реальный ВВП;  
      M    –  денежная масса; 
      I      –  внутренние инвестиции; 
      G    –  реальные государственные доходы. 
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Задача 11 
         
     Для прогнозирования спроса на свою продукцию предприятие 

использует   следующую модель, характеризующую общую 
экономическую ситуацию в регионе:  

 
                                                    Qt = α1 + b11 Yt + e1t , 

 
                                                    Ct = α2 + b21 Yt + e2t , 

 
I t  = α3 + b32 (Yt -1 – Kt -1) + e3t , 

 
                                                    Yt = Ct + I t , 

 
где  Q   –  реализованная продукция в период t ;   
       Y    –  ВДС региона;  
       C    –  конечное потребление; 
       I     –  инвестиции; 
       K    –  запас капитала;  
      t      –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 12 
         
        Модифицированная модель Кейнса: 
 
                                                    Ct = α1 + b11 Yt + e1 , 

 
I t  = α2 + b21 Yt  + b22Kt -1 + e2 , 

 
                                                     Yt = Ct + I t + Gt , 
 
где  C   –  расходы на потребление;   
       Y    –  доход;  
       I     –  инвестиции; 
      G    –  государственные расходы; 
      t      –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 13 
         
        Макроэкономическая модель: 
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                                                    Ct = α1 + b11Dt + e1t , 

 
                                                     It  = α2 + b22Yt + b23Yt-1 + e2t , 

 
                                                     Yt  =  Dt  + Tt , 
 
                                                     Dt = Ct + I t + Gt , 
 
где  C   –  расходы на потребление;   
       Y    –  чистый национальный продукт;  
       D    –  чистый национальный доход;   
       I     –  инвестиции; 
      T    –  косвенные налоги; 
      G    –  государственные расходы; 
      t      –  текущий период; 
      t–1  –  предыдущий период. 
 
Задача 14 
         
        Дана следующая структурная форма модели: 
 
                                                       Ct = b1 + b2St + b3Pt , 

 
   St = α1 + α2Rt + α3Rt -1 + α4t , 

 
                                                       Rt = St + Pt ,  
 
где  Ct    –  личное потребление в период t ;   
       St     –  зарплата в период t ;  
       Pt     –  прибыль в период t ;   
       Rt     –  общий доход в период t ; 
      Rt -1   –  общий доход в период t–1. 
 
Задача 15 
         
        Предложение и спрос на рынке характеризуются следующей 

моделью: 
 

q1 = α1 + b1p + e1 , 
q2 = α2 + b2p + e2 , 

                                                              q1 = q2 , 
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где  q1   –  спрос на товар; 
       q2   –  предложение количества товара; 
       p    –  цена, по которой заключаются сделки. 
 
Задача 16 
         
        Гипотетическая модель экономики: 
 

Ct = α1 + b11Yt + b12Jt + e1, 
 

                                                        Jt  = α2 + b21Yt -1 + e2, 
 

                                                        Tt  = α3 + b31 Yt  + e3 , 
 

                                                        Yt = Ct + Jt + Gt , 
 

где  Ct    –  совокупное потребление в период t ;   
       Yt     –  совокупный доход в периоды t ;  
       Jt     –  инвестиции в период t ;   
       Tt     –  налоги в период t ; 
       Gt    –  государственные доходы в период t ;   
      Yt -1   –  совокупный доход доход в период t–1. 
 
Задача 17 
         
        Модель спроса и предложения кейнсианского типа: 
         
       Qt

s  = α1 + α2 Pt + α3 Pt -1 + e1                     (предложение); 
 
       Qt

d  = β1 + β2 Pt + β3 Yt + e2                         (спрос); 
 
       Qt

s = Qt
d                                                (тождество),  

 
где  Qd

t   –  спрос на товар в момент времени t ; 
           Q

s
t   –  предложение товара в момент времени t ; 

           Pt     –  цена товара в момент времени t ; 
       Yt      –  доход в момент времени t ; 
       Pt -1   –  цена товара в предыдущий период.  
 
Задача 18 
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        Модель спроса и предложения на деньги: 
 

  Rt = α1 + b11Mt + b12Yt + e1, 
 

                                                        Yt  = α2 + b21Rt  + ε 2, 
 
где  Rt    –  процентные ставки в период t ;   
       Yt     –  ВВП в период t ;  
       Mt    –  денежная масса в период t . 
 
 Задача 19 
          
         Модель денежного рынка: 
 

Rt = α1 + b11Mt + b12Yt + e1, 
 

                                                       Yt  = α2 + b21Rt + b22I t + e2, 
 

                                                        It  = α3 + b33 Rt  + e3 , 
 
где  Rt    –  процентные ставки;   
       Yt     –  ВВП;  
       Mt    –  денежная масса; 
        It     –  внутренние инвестиции. 
 
Задача 20 
         
        Рассматривается следующая модель: 
 

St = α1 + b11Dt + b12M t + b13Unt  + e1, 
 

  Ct = α2 + b21Dt + b22S t + b23Unt -1  + e2, 
 

                                               Dt = α3 + b31St + b32Ct -1 + b33I t  + e3, 
 

где  St     –  заработная плата в период t ;   
       Dt     –  чистый национальный доход в период t ;  
       Mt     –  денежная масса в период t ;   
       Ct      –  расходы на потребление в период t ; 
       Ct -1   –  расходы на потребление в период t-1 ;   
       Unt    –  уровень безработицы в период t ; 
       Unt -1  –  уровень безработицы в предыдущий период ;   
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       It         –  инвестиции в период t. 
 
Задание 

1. Каким методом вы будете оценивать структурные 
параметры этой модели? 

2. Выпишите приведенную форму модели. 
3. Кратко охарактеризуйте методику расчета параметров 

первого структурного уравнения модели.            
 
Задача 21 
         
        Ниже приводятся результаты расчета параметров некоторой 

эконометрической модели. 
        Структурная форма модели: 
 

        Y1 = –4 + ??? Y2 – 9,4 X2 + e1 , 
 

               Y2 = 12,83 – 2,67Y1 + ??? X1 + e2 , 
 

               Y3 = 1,36 –1,76Y1 + 0,828Y2 + e3 . 
 

         Приведенная форма модели: 
 

Y1 = 2 + 4X1 – 3X2 + ν1 , 
 

    Y2 = 7,5 + 5X1 + 8X2 + ν2 , 
 

         Y3 = 4 + ??? X1 + ??? X2 + ν3 . 
 

Задание 
1. Какими методами получены параметры структурной и 

приведенной форм модели? Обоснуйте возможность применения 
косвенного МНК для расчета структурных параметров модели. 

2. Восстановите пропущенные характеристики. 
 
Задача 22 
         
        Эконометрическая модель содержит четыре уравнения, четыре 

эндогенные переменные, y и три экзогенные переменные, x. Ниже 
представлена матрица коэффициентов при переменных в структурной 
форме этой модели. 
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Уравнение y1 y2 y3 y4 x1 x2 x3 

Первое –1 0 b13 b14 c11 0 0 
Второе 0 –1 b23 0 c21 0 0 
Третье 0 b32 –1 0 c31 0 c33 

Четвертое b41 b42 b43 –1 0 c42 c43 

 
Задание   
      Применив необходимое и достаточное условие идентификации, 

определите, идентифицируемо ли каждое уравнение. 
 
Задача 23 
         
        Для изучения связи между уровнем инфляции и доходностью 

обыкновенных акций используется следующая система уравнений 
регрессии: 

 
Rbt = α1 + b11Rst + b12Rbt -1 + b13 Lt + b14Yt + b15Nt + b16 It + e1, 
 
Rst = α2 + b21Rbt + b22Rbt -1 + b23 Lt + b24Yt + b25Nt + b26Et + e2, 
 
где   Rb   –  доходность облигаций;   
        Rs    –  доходность обыкновенных акций;  
        L     –  доход в денежной форме на душу населения;   
        Y      –  доход от всех источников на душу населения; 
        N     –  переменная, характеризующая новые выпуски ценных 

бумаг за период; 
        E     –  ожидаемая доходность акций на конец периода; 
        I      –  ожидаемый уровень инфляции; 
        t      –  текущий период; 
        t–1  –  предыдущий период. 
 
В этой модели переменные Rb и Rs являются эндогенными. 
 
Задание 

1. Определите, является ли данная модель системой 
одновременных уравнений. 

2. Выпишите приведенную форму модели. 
3. Каким методом вы будете оценивать структурные 

параметры этой модели? Обоснуйте ответ. 
 
Задача 24 
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        Имеется следующая модель кейнсианского типа: 
 
       Ct = α1 + b11 Yt + b12 Tt  + e1                                  (функция потребления); 
 
       It  = α2 + b21 Yt -1 + e2                                               (функция инвестиций); 
 
       Tt  =  α3 + b31Yt  + e3                                        (функция налогов);   
 
       Yt = Ct + I t + Gt                                              (тождество дохода),   
 
где  Ct    –  совокупное потребление в период t ;   
       Yt     –  совокупный доход в период t ;  
        It     –  инвестиции в период t ;   
       Tt     –  налоги в период t ; 
       Gt     –  государственные расходы в период t ; 
      Yt -1   –  совокупный доход в период t–1. 
 
В этой модели переменные являются C, I, T и Y являются 

эндогенными. 
 
Задание 

1. Применив необходимое и достаточное условие 
идентификации, определите, идентифицировано ли каждое из 
уравнений модели. Укажите, каким методом вы будете оценивать 
структурные параметры каждого уравнения (методику оценки 
параметров излагать не надо). 

2. Напишите приведенную форму модели. 
3. Пусть в правую часть функции инвестиций введена 

дополнительная экзогенная переменная r t (процентные ставки). Как 
это изменение повлияет на идентификацию и методы оценки 
структурных параметров модели? 
 
Задача 25 
         
        Изучается зависимость потребления (C) от доходов (Y). 
 
Задание 
1. Укажите, каким методом вы будете определять параметры 

функции потребления, если эконометрическая модель имеет следующий 
вид: 

 
модель А:                   C = α + bY + bT  + e                   (функция 
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потребления); 
модель Б:                    C = α + bY + bT  + e                   (функция 

потребления); 
                                    Y  = C + I                                      (тождество 

дохода);     
модель В:                    C = α + bY + bT  + e                   (функция 

потребления); 
                                    Y  = C + I + G                              (тождество 

дохода),   
   
где  I     –  инвестиции; 
      G    –  госрасходы.   
 
 
Переменные C, Y – эндогенные. 
Дайте развернутый ответ по каждой из моделей А–В, включающий 

обоснование выбранного вами метода и краткое описание методики 
расчетов. 

2. Предположим, определив по некоторому неизменному для всех 
моделей массиву исходных данных параметры  α  и  b , для каждой из 
предложенных моделей вы рассчитали коэффициенты детерминации 
(назовем их R2

А , R
2
Б , R

2
В соответственно). Какой из этих коэффициентов 

будет наиболее высоким? Почему? 
  
Задача 26 
         
        Имеется модель, построенная по 6 наблюдениям: 
          
                                                         Y1 = α1 + b12Y2 + e1 , 

 
      Y2 = α2 + b21Y1 + c21X1 + e2, 

 
                                                          Y3 = Y1 + X2 . 
 
        Ей соответствует следующая приведенная форма: 
 

               Y1 = –1,25 + 22X1 + 0,67X2 + ν1 , 
 

   Y2 = 2 – 4X1 + 10X2 + ν2 , 
 

        Y3 = –30 + 12X1 + 8X2 + ν3 . 
 



 206 

        Известны также следующие исходные данные: 
 

n 1 2 3 4 5 6 

Y1 3 2 4 1 5 3 
X1 2 3 5 6 10 8 
X2 4 7 3 6 5 5 

 
Задание 

1. Определите структурные параметры первого уравнения, 
если это возможно. 

2. Определите структурные параметры второго уравнения, 
если это возможно. 
 
Задача 27 
          
        Имеется следующая модель: 
 
Yt = Ct + I t + Gt                                                      (тождество дохода);   
 
Ct = 0,09 + 0,43YDt -1 + 0,23Mt + e1t                     (функция 

потребления); 
 
I t  = 0,08 + 0,40(Yt -1 – Yt -2) + 0,48Zt +  0,1t + e2t   (функция 

инвестиций);  
 
Gt =  0,13 + 0,67Gt -1 + e3t                                        (функция 

госрасходов), 
 
где  Yt         –  валовой внутренний продукт в текущем году t ;   
       Ct         –  расходы на личное потребление в текущем году t ;  
        It          –  валовые внутренние инвестиции в текущем году t ;   
       Gt         –  государственные расходы плюс чистые иностранные 

инвестиции в текущем  
                       году ;  
       YDt -1    –  располагаемый доход за вычетом налогов в 

предыдущем году ;   
       Mt         –  денежная масса в текущем году ; 
       Zt             –  доход от собственности до вычета налогов в текущем 

году ;   
       Yt -1       –  валовый внутренний продукт в предыдущем году; 
       Yt -2       –  валовый внутренний продукт два года назад ; 
       Gt -1      –  государственные расходы плюс чистые иностранные 
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инвестиции в  
                      предыдущем году ; 
       t            –  фактор времени; 
     Y,C, I, G –  эндогенные переменные. 
 
Задание 
 

1. Известно следующее: 
 
Переменная Среднее 

значение 
Среднее 

квадратическое 
отклонение 

YDt -1     2500 500 
Mt 3000 200 

 
           Какая из этих переменных оказывает наиболее сильное 

воздействие на расходы на  
           конечное потребление? Ответ подтвердите соответствующими 

расчетами  
           (σCt =43  0). 

2. Дайте интерпретацию параметров функции инвестиций. 
3. Параметры каждого уравнения этой модели были 

найдены обычным методом наименьших квадратов (ОМНК). 
Изложите ваше мнение относительно возможности применения 
ОМНК к данной модели. 
 
Задача 28 
         
        Имеется следующая модель: 
 

Y1 = α1 + b11X1 + b12X2+ c12Y2 + e1, 
 

Y2 = α2 + b22X2 + b23X3+ c21Y1 + e2, 
 

                                                 Y3 = α3 + b31X1 + b33X3+ e3, 
 

        Приведенная форма этой модели имеет вид 
 
                                                 Y1 = 6 + 8X1 + 10X2 + 4X3 + ν1 , 

 
                                                 Y2 = 16 – 12X1 – 70X2 + 8X3 + ν2 , 
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                                                 Y3 = 10 – 5X1 – 22X2 + 5X3 + ν3 . 
 

Задание 
1. Определите все возможные структурные коэффициенты 

на основе приведенной формы модели. 
2. Обоснуйте возможность применения выбранного вами 

метода определения структурных коэффициентов. 
 
Задача 29 
         
        Имеется следующая модель: 
 
                                                 Y1 = α1 + b12Y2+ b13Y3+ c12X2+ e1, 

 
          Y2 = α2 + b21Y1+ b23Y3+ c21X1+ c22X2+ e2, 

 
                                                 Y3 = α3 + b34Y4+ c32X2+ c33X3+ e3, 
 
                                                 Y4 = α4 + b42Y2+ b43Y3+ c43X3+ e4, 
 
        Этой модели соответствует следующая приведенная форма: 
 
                                                 Y1 = 2 + 3X1 + 4X2 – 3X3 + ν1 , 

 
                                                 Y2 = 12 – 6X1 + 2X2 + 4X3 + ν2 , 

 
                                                 Y3 = 8 + 5X1 + 10X2 + 3X3 + ν3 , 
 
                                                 Y3 = 4 – 3X1 + 5X2 – 6X3 + ν3 . 

 
Задание 

1. Какие структурные параметры модели можно найти через 
приведенные коэффициенты? Ответ обоснуйте. В качестве примера 
найдите параметры какого-либо одного структурного уравнения. 

  
      Примечание. Для упрощения расчетов рекомендуется вести их 

в обыкновенных дробях. 
 

2. Что изменится в вашем ответе на вопрос п. 1, если  c21 = 
0? 
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Задача 30 
         
        Строится модель вида: 
 

Y1 = α1 + b2Y2 + c1X1 + e1, 
 

Y2 = α2 + b1Y1 + c2Y2 + e2. 
 

Задание 
         
       Определите структурные коэффициенты, учитывая, что 
 
       ∑∑∑∑ Y1 X1 = 2600;  ∑∑∑∑ Y1 X2 = 4350;  ∑∑∑∑ Y1 = 350;  ∑∑∑∑ Y2 = 25;  ∑∑∑∑ X1 = 

750; 
 
       ∑∑∑∑ X2 = 350;  ∑∑∑∑ X1

2 = 1200;  ∑∑∑∑ X2
2 =1800;  n = 30;  ∑∑∑∑ X1 X2 = 1500, 

 
а также Y2 = 2X1 + 3X2 + 5 + u2 .  

 
Задача 31 
         
        Имеется следующая гипотетическая структурная модель: 
 

Y1 = b12Y2 + α11X1+ α12X2 , 
 

Y2 = b21Y1 + b23Y3+ α22X2 , 
 

                                                         Y3 = b32Y2 + α31X1+ α33X3 , 
 

        Приведенная форма исходной модели имеет вид 
 
                                                        Y1 = 3X1 – 6X2 + 2X3 , 

 
                                                        Y2 = 2X1 + 4X2 + 10X3 , 

 
                                                        Y3 = – 5X1 + 6X2 + 5X3 . 

 
Задание 

1. Проверьте структурную форму модели на 
идентификацию. 

2. Определите структурные коэффициенты модели. 
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Задача 32 
         
        Рассматривается модель потребления мяса на душу населения в 

регионе: 
y1 = α0 + α1 y2 + α2 x1 + α3 x2 + e1 , 

 
                                                 y2 = b0 + b1 y1 + b2 x3 + e2 , 

 
где  y1 – годовое потребление мяса на душу населения, кг; 
       y2 – цена за 1 кг мяса, руб.;  
       x1 – доход на душу населения, тыс. руб.; 
       x2 – годовое потребление рыбы на душу населения, кг; 
       x3 – цена за 1 кг рыбы, руб. 
 
        Приведенная форма модели имеет вид 
 

y1 = 45 + 4x1 – 1,2x2 + 0,5x3 + u1 , 
 

                                                 y2 = –52 + 3x1+ 2x2 + 0,8x3 + u2 . 
 
Задание 

1. Проведите идентификацию модели, используя счетное 
правило. 

2. Укажите способ оценки параметров каждого уравнения 
структурной модели. 

3. Найдите структурные коэффициенты для одного из 
уравнений системы, используя косвенный метод наименьших 
квадратов. 

4. Опишите методику оценки параметров другого уравнения 
структурной модели. 
 
Задача 33 
         
        По данным одной из аграрных стран построить функцию 

потребления за 10 лет, ден. ед. (табл.). 
 

Показатель 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Совокуп- 
ное по- 
требление 

1900 1980 2000 1800 2000 2100 2200 2100 2050 2100 

Объем  
инвести- 

100 200 300 200 100 200 300 200 150 300 



 211 

ций 
Совокуп- 
ный доход 

2000 2180 2300 2000 2100 2300 2500 2300 2200 2400 

 
Задание 

1. Постройте функцию потребления, используя модель 
Кейнса формирования доходов. 

2. Дайте интерпретацию результатов приведенной формы 
модели. 
 
Задача 34 
         
        Исследуется зависимость спроса и предложения некоторого 

товара от его цены, дохода и процентной ставки: 
 

Qt
s  = α1 + α2 pt + α3 Rt  + e1 ,   

                    
           Qt

d  = b1 + b2 pt + b3Yt + b4Yt -1 + e2 ,                         
 

                                                       Qt
s = Qt

d = Qt ,                                                
 
где  Qs

t   –  предложение в момент времени t ; 
           Q

d
t   –  спрос в момент времени t ; 

           pt     –  цена товара в момент времени t ; 
       Rt      –  процентная ставка в момент времени t ; 
       Yt      –  доход в момент времени t ;  
       Yt -1   –  доход предшествующего периода.  
 
        Отметим, что в этой модели цена и величина спроса-

предложения определяются одновременно, в связи с чем эти переменные 
должны считаться эндогенными. 

  Информация за восемь лет о приростах всех показателей 
представлена в табл.  

Номер 
года 

Qt Rt Yt Yt -1 pt 

1 40 3,0 15 13 6 
2 45 3,0 15 15 6 
3 40 2,0 18 15 5 
4 50 3,5 20 18 8 
5 35 2,5 18 20 5 
6 45 4,0 22 18 9 
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7 50 3,5 21 22 10 
8 45 3,5 22 21 9 
∑ 350 25,0 151 142 58 

 
        Для данной модели была получена система приведенных 

уравнений: 
 

Qt = 24,4730 + 5,2374 · Rt + 0,1652 · Yt – 0,0116 · Yt -1 ,  
  

       pt = –4,4268 + 1,9746 · Rt + 0,1915 · Yt + 0,1065 · Yt -1 . 
 

Задание 
1. Проведите идентификацию модели. 
2. Рассчитайте параметры первого уравнения структурной 

модели. 
 
Задача 35 
         
        Для проверки двух рабочих гипотез о связи социально-

экономических показателей используется статистическая информация по 
15 территориям: 

 
y1 – средняя стоимость основных фондов в экономике, млрд руб.; 
y2 – валовый региональный продукт, млрд руб.;  
x1 – инвестиции в основной капитал, млрд руб.; 
x2 – кредиты, предоставленные предприятиям, организациям, банкам 

и физическим    
        лицам, млрд руб.; 
x3 – среднегодовая численность занятых в экономике, млн чел. 
 
       Рабочие гипотезы: 
        первая  -   y1 = ƒ (x1 ; x2), 
 
        вторая  -   y2 = ƒ (y1 ; x3). 
  
        При обработке исходных данных получены значения линейных 

коэффициентов парной корреляции, средних и средних квадратических 
отклонений (σ), представленные в табл.. 

 
Для проверки первой рабочей  

гипотезы 
Для проверки второй рабочей  

гипотезы 
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y1 x1 x2 

 
 

y2 ŷ1 x3 

y1 1 0,7823 0,7093 y2 1 0,8474 0,7337 
x1 0,7823 1 0,6107 ŷ1 0,8474 1 0,7061 
x2 0,7093 0,6107 1 x3 0,7337 0,7061 1 
Сред- 
 няя 

115,83 5,600 0,2701 
Сред- 
  няя 

23,77 115,83 0,5697 

σ 30,0303 2,4666 0,2036 σ 7,2743 30,0303 0,1160 
 

Задание 
1. Составьте систему уравнений в соответствии с 

выдвинутыми рабочими гипотезами. 
2. Определите вид уравнений и системы. 
3. На основе приведенных значений матриц коэффициентов 

парной корреляции, средних и средних квадратических отклонений: 
• определите стандартизованные коэффициенты 

регрессии (β) и постройте уравнения множественной регрессии 
в стандартизованном масштабе; 

• дайте сравнительную оценку силы влияния фактора 
на результат; 

• постройте уравнения множественной регрессии в 
натуральном масштабе; 

• с помощью коэффициентов парной корреляции и β 
коэффициентов рассчитайте для каждого уравнения 
коэффициенты множественной корреляции и детерминации; 

• оцените с помощью F – критерия Фишера 
статистическую значимость полученных уравнений. 
4. Сделайте выводы. 

 
 Задача 36 
          
         Для проверки двух рабочих гипотез о связи социально-

экономических показателей используется статистическая информация по 
15 территориям: 

 
y1 – среднегодовая стоимость основных фондов в экономике, млрд 

руб.; 
y2 – валовый региональный продукт, млрд руб.;  
x1 – инвестиции в основной капитал, млрд руб.; 
x2 – среднегодовая численность занятых в экономике, млн чел.; 
x3 – среднемесячная начисленная заработная плата одного занятого в 
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экономике, тыс. руб. 
 
       Рабочие гипотезы: 
        первая  -   y1 = ƒ (x1 ; x2), 
 
        вторая  -   y2 = ƒ (y1 ; x3). 
  
        При обработке исходных данных получены значения линейных 

коэффициентов парной корреляции, средних и среднеквадратических 
отклонений (σ), представленные в табл.  

 
Для проверки первой рабочей  

гипотезы 
Для проверки второй рабочей  

гипотезы 
 

y1 x1 x2 
 
 

y2 ŷ1 x3 

y1 1 0,6631 0,8011 y2 1 0,8474 0,7337 
x1 0,6631 1 0,6217 ŷ1 0,8474 1 0,7061 
x2 0,8011 0,6217 1 x3 0,7337 0,7061 1 
Сред- 
 няя 

115,83 0,1615 0,57 
Сред- 
  няя 

23,77 115,83 1,5533 

σ 30,0303 0,1400 0,1160 σ 7,2743 30,0303 0,2201 
 

Задание 
1. Составьте систему уравнений в соответствии с 

выдвинутыми рабочими гипотезами. 
2. Определите вид уравнений и системы. 
3. На основе приведенных значений матриц коэффициентов 

парной корреляции, средних и средних квадратических отклонений: 
• определите стандартизованные коэффициенты 

регрессии (β) и постройте уравнения множественной регрессии 
в стандартизованном масштабе; 

• дайте сравнительную оценку силы влияния фактора 
на результат; 

• постройте уравнения множественной регрессии в 
натуральном масштабе; 

• с помощью коэффициентов парной корреляции и β 
коэффициентов рассчитайте для каждого уравнения 
коэффициенты множественной корреляции и детерминации; 

• оцените с помощью F – критерия Фишера 
статистическую значимость полученных уравнений. 
4. Сделайте выводы. 
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Задача 37 
         
        Для проверки двух рабочих гипотез о связи социально-

экономических показателей используется статистическая информация по 
15 территориям: 

 
y1 – среднемесячная начисленная заработная плата одного занятого в 

экономике, тыс. руб.; 
y2 – валовый региональный продукт, млрд руб.;  
x1 – доля занятых в экономике в общей численности населения, %; 
x2 – инвестиции в основной капитал, млрд руб.; 
x3 – среднедушевые денежные доходы населения в месяц, тыс. руб. 
 
       Рабочие гипотезы: 
        первая  -   y1 = ƒ (x1 ; x2), 
 
        вторая  -   y2 = ƒ (y1 ; x3). 
  
        При обработке исходных данных получены значения линейных 

коэффициентов парной корреляции, средних и средних квадратических 
отклонений (σ), представленные в табл.  

 
Для проверки первой рабочей  

гипотезы 
Для проверки второй рабочей  

гипотезы 
 

y1 x1 x2 
 
 

y2 ŷ1 x3 

y1 1 0,6712 0,6745 y2 1 0,8179 0,6085 
x1 0,6712 1 0,3341 ŷ1 0,8179 1 0,7061 
x2 0,6745 0,3341 1 x3 0,6085 0,5440 1 
Сред- 
 няя 

1,553 44,23 5,6 
Сред- 
  няя 

23,77 1,553 1,3246 

σ 0,2201 2,1146 2,4666 σ 7,2743 0,2001 0,2123 
 

Задание 
1. Составьте систему уравнений в соответствии с 

выдвинутыми рабочими гипотезами. 
2. Определите вид уравнений и системы. 
3. На основе приведенных значений матриц коэффициентов 

парной корреляции, средних и средних квадратических отклонений: 
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• определите стандартизованные коэффициенты 
регрессии (β) и постройте уравнения множественной регрессии 
в стандартизованном масштабе; 

• дайте сравнительную оценку силы влияния фактора 
на результат; 

• постройте уравнения множественной регрессии в 
натуральном масштабе; 

• с помощью коэффициентов парной корреляции и β 
коэффициентов рассчитайте для каждого уравнения 
коэффициенты множественной корреляции и детерминации; 

• оцените с помощью F – критерия Фишера 
статистическую значимость полученных уравнений. 
4. Сделайте выводы. 

 
Задача 38 
         
        Изучаются взаимосвязи между социально-экономическими 

показателями регионов: 
 
y1 – доля занятых в экономике в общей численности экономически 

активного населения,   
        %;  
y2 – среднемесячная начисленная заработная плата одного занятого в 

экономике, тыс. руб.; 
y3 – стоимость продукции и услуг в среднем на одного занятого в 

экономике, тыс. руб.; 
x1 – доля лиц в возрасте 25 – 45 лет в общей численности населения, 

%;  
x2 – доля лиц со специальным профессиональным образованием в 

общей численности  
       занятых в экономике, %; 
x3 – инвестиции в основной капитал, млрд руб.; 
x4 – среднее число членов в семье, чел.; 
x5 – среднее число детей в семье, чел. 
 
        Система рабочих гипотез: 
 

 
y1 = ƒ (y2 ; x1 ; x4), 

       y2 = ƒ (y3 ; x2 ; x3 ; x5), 
             y3 = ƒ (y1 ; y2 ; x1 ; x2 ; x3). 
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Задание 

1. С помощью рабочих гипотез постройте систему 
структурных уравнений и проведите их идентификацию. 

2. Укажите, при каких условиях может быть найдено 
решение каждого из уравнений и системы в целом. Дайте 
обоснование возможных вариантов решений и аргументируйте 
выбор оптимального варианта рабочих гипотез. 

3. Опишите методы, с помощью которых будет найдено 
решение уравнений (КМНК, ДМНК). 
 
Задача 39 
         
                Изучаются взаимосвязи между социально-экономическими 

показателями регионов: 
 
y1 – доля занятых в экономике среди всего населения,  %;  
y2 – среднемесячная начисленная заработная плата одного занятого в 

экономике, тыс. руб.; 
y3 – среднедушевые денежные доходы населения в месяц, тыс. руб.; 
x1 – средний возраст населения, лет;  
x2 – доля безработных среди экономически активного населения, %; 
x3 – стоимость продукции и услуг в среднем на одного занятого в 

экономике, тыс. руб.; 
x4 – инвестиции в основной капитал, млрд руб.; 
x5 – среднемесячный размер назначенных пенсий, тыс. руб. 
 
        Система рабочих гипотез: 
 

 
y1 = ƒ (y2 ; y3 ; x1 ; x2), 

       y2 = ƒ (y1 ; y3 ; x3 ; x4 ; x5), 
             y3 = ƒ (y1 ; y2 ; x1 ; x2 ; x4 ; x5). 

 
Задание 

4. Используя рабочие гипотезы, постройте систему 
структурных уравнений и проведите их идентификацию. 

5. Укажите, при каких условиях может быть найдено 
решение каждого из уравнений и системы в целом. Дайте 
обоснование возможных вариантов решений и аргументируйте 
выбор оптимального варианта рабочих гипотез. 
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6. Опишите методы, с помощью которых будет найдено 
решение уравнений (КМНК, ДМНК). 
 

8.2.Материалы итогового тестирования 
                                    
1.Коэффициэнт корреляции, равный нулю, означает, между 

переменными 
А) линейная связь отсутствует; 
Б) существует линейная связь; 
В) ситуация не определенна. 
 
2.Коэффициент корреляция, равный -1, означает, что между 

переменными   
 
А) линейная связь отсутствует; 
Б) существует линейная связь; 
В) функциональная зависимость; 
Г) ситуация не определенна. 
 
3. Двумерная корреляционная модель определяется ……… 

параметрами: 
     Вставьте необходимое слово: 
 
А) тремя 
Б) пятью 
В) семью 
 
4. Коэффициент регрессии определяется по формуле: 
 
А) βyx = ρ ( σy / σx ); 
Б) M [ x-µx/σx   *  e=y-µy/σx   ] ; 
В) r12/3,4..k=- R12/R11R12; 
Г) r1=1-(R/R11) . 
 
5.Коэффициенты эластичности показывают, на какую величину в 
среднем                                       изменится y, если х увеличить  
соответственно: 
А)на один процент; 
Б) на единицу своего измерения. 
 
6. Коэффициент регрессии показывает,  
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А) на сколько единиц своего измерения увеличится (b>0) или 
уменьшится                                   (b<0) чем y, если x увеличить на 
единицу своего измерения; 
Б) долю дисперсии одной случайной величины, обусловленную 
вариацией другой;   
В) на сколько % увеличится (b>0) или уменьшится (b<0) в среднем y, 
если  x увеличится на 1%  . 
 
7. Коэффициент регрессии изменятся в пределах от : 
А) -1 до 1 
Б) 0 до 1 
В) принимает любое значение. 
 
8. Квадратичная форма:                                                                                                                                  
n 
∑(yi-yi)

2=   min                                                                                                                
i=1                    β

0
 β

1…
β
k 

  соответствует: 
     А) методу максимального правдоподобия; 
     Б) методу наименьших квадратов; 
    В) методу дальнего соседа; 
     Г) двухшаговому  методу наименьших квадратов. 
 
9. Значимость частных и парных коэффициентов корреляции 
проверяется с помощью  
А) нормального закона распределения; 
Б) t-критерия Стьюдента; 
В) F- критерия; 
Г) таблица Фишера-Иейтса. 
   
10.Коэффициент корреляции считается значимым с вероятностью 
ошибки α, если: 
А) tнабл по модулю будет больше, чем tкр, 
Б) не имеет значения; 
В) tнабл по модулю будет меньше, чем tкр, 
 
11. Матрица R парных коэффициентов корреляции является: 
А) Обратной; 
Б) Транспонированной; 
В) Симметричной; 
Г) Положительно определенной. 
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12.В каких пределах изменяется множественных коэффициент 
корреляции: 

А) от 0 до 1; 
Б) от -1 до 0; 
В) от -1 до 1; 
Г) от  0 до 10; 
 
13.В каких пределах изменяется  коэффициент детерминации; 
А) от 0 до 1; 
Б) от  -1  до 0; 
В) от  -1 до 1; 
 
14.Квадрат какого коэффициента указывает долю дисперсии одной 
случайной величины указывает долю дисперсии одной случайной 
величины  обусловленную другой: 
А) коэффициент детерминации; 
Б) парный коэффициент корреляции; 
В) частный коэффициент корреляции; 
Г) множественный коэффициент корреляции. 
 
15.Величина рассчитанная по формуле: 

yx

xyyx

σσ ⋅
⋅−

 

Является оценкой 
А) коэффициент детерминации; 
Б) парный коэффициент корреляции; 
В) частный коэффициент корреляции; 
Г) множественный коэффициент корреляции. 

 
16.Отметьте основные виды ошибок спецификации: 

      А)отбрасывание значимой переменной; 
      Б)добавление незначимой переменной; 
      В)низкое значение коэффициента детерминации; 
      г)выбор неправильной формы модели. 
 
17.Для проверки значимости отдельных коэффициентов регрессии 
используют: 
А) нормальный закон распределения; 
Б) t-критерий Стьюдента; 
В) F- критерий Фишера; 
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9. Задания для итогового контроля усвоения материала 
 

9.1.Перечень контрольных вопросов по дисциплине: 

1) Что представляет собой эконометрика? 

2) Что является предметом и объектом изучения эконометрики? 

3) В чем заключаются особенности эконометрики? 

4) Что понимается под событием? Привести примеры случайных 
событий. 

5) Что такое случайная величина? 

6) Какие виды случайных величин известны? 

7) Приведите примеры дискретных и непрерывных СВ в экономике. 

8) Основные числовые характеристики случайных величин. 

9) Что такое функция распределения СВ? 

10) Понятие математического ожидания, правила ее расчета. 

11) Понятие дисперсии, правила ее расчета. 

12) Понятие среднего квадратического отклонения, ее экономическая 
сущность. 

13) Что представляет собой способ оценивания и значение оценки? 

14) Характеристика требований оцениваемых параметров: 
несмещенность, эффективность и состоятельность. 

15) Ковариация, правила ее расчета и механизм определения. 

16) Правило сложения дисперсии. 

17) Сущность и механизм проведения дисперсионного анализа. 

18) Эмпирическое корреляционное отношение. 

19) Эмпирический коэффициент детерминации, его экономическая 
интерпретация. 

20) Что такое корреляция? 

21) Функциональные и стохастические типы связей. 

22) Коэффициент линейной корреляции, его сущность. 

23) Парные коэффициенты корреляции. 

24) Частные коэффициенты корреляции. 
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25) Коэффициент множественной корреляции 

26) Проверка на значимость рассчитанных коэффициентов корреляции 

27) Понятие модели, ее экономическая сущность. 

28) Типы моделей, их краткая характеристика. 

29) Модели временных рядов. 

30) Регрессионные модели с одним уравнением. 

31) Системы одновременных уравнений. 

32) Структурные и приведенные формы моделей. 

33) Спецификация модели. 

34) Идентифицируемость модели. 

35) Модель парной линейной регрессии. 

36) Построение парной линейной регрессии методом наименьших 
квадратов.  

37) Качество оценивания модели парной регрессии.  

38) Свойства, экономическая интерпретация и оценка параметров 
линейного уравнения регрессии.  

39) Проверка гипотез о значимости регрессионной модели и проверка 
значимости ее параметров.  

40) Оценка значимости коэффициента корреляции. 

41) Критерии Стьюдента и Фишера.  

42) Интервалы прогноза по линейному уравнению регрессии.  

43) Построение доверительных интервалов для прогнозируемых 
значений. 

44) Стандартные ошибки коэффициентов регрессии.  

45) Средняя ошибка аппроксимации.  

46) Нелинейная регрессия. 

47) Схема применения метода наименьших квадратов в нелинейных 
моделях.  

48) Системы нормальных уравнений для нелинейных моделей. 

49) Корреляция для нелинейной регрессии. 
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50) Модель множественной регрессии. 

51) Спецификация переменных в моделях множественной регрессии.  

52) Процедура пошагового отбора переменных.  

53) Отбор факторов при построении множественной регрессии.  

54) Матрица парных корреляций. 

55) Понятие мультиколлинеарности.  

56) Выбор формы уравнения множественной регрессии.  

57) Частные уравнения регрессии.  

58) Свойства, экономическая интерпретация и оценка коэффициентов 
уравнения множественной регрессии. 

59) Определение оценки надежности результатов множественной 
регрессии и корреляции. 

60) Проверка общего качества уравнения регрессии и выполнимости 
предпосылок метода наименьших квадратов. Статистика Дарбина-
Уотсона.  

61) Понятие гетероскедастичности и автокорреляции. 

62) Стохастические и инструментальные переменные.  

63) Характеристика ошибок измерения. Фиктивные переменные во 
множественной регрессии. 

64) Нелинейные модели множественной регрессии. 

65) Прогнозирование в моделях множественной регрессии.  

66) Понятие и экономическая сущность оценки параметров 
эконометрических моделей. 

67) Оценка методом наименьших квадратов.  

68) Предпосылки применения метода наименьших квадратов.  

69) Двухшаговый метод наименьших квадратов, условия его 
применения и алгоритм реализации.  

70) Трехшаговый метод наименьших квадратов, условия его применения 
и алгоритм реализации. 

71) Косвенный метод наименьших квадратов, условия его применения и 
алгоритм реализации. 
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72) Вычисление коэффициентов структурной формы модели через 
коэффициенты приведенной формы модели.  

73) Оценка параметров модели методом максимального правдоподобия.  

74) Оценка параметров модели методом инструментальных переменных.  

75) Характеристика итерактивных методов оценивания. 

76) Метод неподвижной точки. 

77) Релаксационные и рекурсивные методы. 

78) Определение, сущность и необходимость использования модели, 
задаваемой системой одновременных эконометрических уравнений.  

79) Составляющие систем уравнений.  

80) Классификация переменных системы одновременных уравнений. 

81) Проблемы спецификации и идентификации между структурной и 
приведенной формами модели. 

82) Необходимое и достаточное условие идентификации.  

83) Определение оценки систем одновременных уравнений. 

84) Основные направления прикладного использования систем 
одновременных уравнений. 

85) Временной ряд и его основные элементы. 

86) Определение тренда. 

87) Моделирование тенденции временного ряда.  

88) Линейные стационарные и нестационарные модели и их 
идентификация.  

89) Экстраполяция и прогнозирование.  

90) Определение оценки параметров моделирования динамических 
процессов. 

91) Модели сезонных временных рядов. 

92) Общая процедура выделения трендовой и сезонной составляющей в 
аддитивных и мультипликативных моделях.  

93) Использование скользящего среднего за год и центрирования 
данных. 

94) Расчет средних значений сезонной компоненты в аддитивной 
модели. Коррекция сезонной компоненты. 
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95) Прогнозирование по аддитивной модели с помощью метода 
наименьших квадратов. Расчет ошибок.  

96) Спектральный и гармонический анализ.  

97) Новые направления в анализе многомерных временных рядов.  
 

9.2.Задания для итогового контроля остаточных знаний 
по дисциплине 

 
 

Задача 1 
Динамика выпуска продукции Финляндии характеризуется данными 
(млн.долл.)представленными в табл. 

 
 
 

Требуется: 
 

1.Провести расчет параметров 
линейного и экспоненциального 
трендов. 

 2.Построить графики ряда динамики и 
трендов. 

 3.Выбрать наилучший тип тренда на 
основании графического изображения и 
значения коэффициента детерминации.     

 
 
 
 

 
 
 
 
Задача 2 
 
В табл. приводятся данные об объемах продаж в перерабатывающей 
промышленности и торговле , в сопоставимых ценах  1997 г., млрд. 
долл. 

 
Месяц 2000 

г. 
2001 г. 2002 г. 

Год Выпуск продукции 
1981 1054 
1982 1104 
1983 1149 
1984 1291 
1985 1427 
1986 1505 
1987 1513 
1988 1635 
1989 1987 
1990 2306 
1991 2367 
1992 2913 
1993 3837 
1994 5490 
1995 5502 
1996 6342 
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Январь 472,5 477,9 510,9 
Февраль 482,1 467,5 484,7 

Март 489,5 470,9 486,6 
Апрель 493,6 469,1 488,4 

Май 488,0 478,1 489,5 
Июнь 490,6 480,6 486,6 
Июль 492,5 479,3 491,8 

Август 488,1 484,2 495,2 
Сентябрь 493,1 484,9 491,8 
Октябрь 484,5 485,6 496,1 
Ноябрь 483,0 486,1 498,8 
Декабрь 476,9 484,7 501,5 

 
Рассчитайте трендовую и сезонную компоненту 

 
Задача 3 
 
Динамика выпуска продукции Финляндии характеризуется данными 
(млн.долл.)представленными в табл. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Год Выпуск 
продукции 

1981 7665 
1982 8570 
1983 11172 
1984 14150 
1985 14004 
1986 13088 
1987 12516 
1988 13471 
1989 13617 
1990 13356 
1991 20037 
1992 21748 
1993 23298 
1994 26570 
1995 23080 
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Требуется: 
 
1.Провести расчет параметров линейного и экспоненциального трендов.  
2.Построить графики ряда динамики и трендов. 
3.Выбрать наилучший тип тренда на основании графического 
изображения и значения коэффициента детерминации.     
 
 
      Задача 4 

   В табл. приводятся данные об объемах продаж в перерабатывающей 
промышленности и торговле , в сопоставимых ценах  1997 г., млрд. 
долл. 

 
Месяц 2000 

г. 
2001 г. 2002 г. 

Январь 472,5 477,9 510,9 
Февраль 482,1 467,5 484,7 

Март 489,5 470,9 486,6 
Апрель 493,6 469,1 488,4 

Май 488,0 478,1 489,5 
Июнь 490,6 480,6 486,6 
Июль 492,5 479,3 491,8 

Август 488,1 484,2 495,2 
Сентябрь 493,1 484,9 491,8 
Октябрь 484,5 485,6 496,1 
Ноябрь 483,0 486,1 498,8 
Декабрь 476,9 484,7 501,5 

 
Постройте автокорреляционную функции временного ряда. 

 
Задача  5 

      
        По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 
продукции на одного работника  y (тыс.руб.) от ввода в действие новых 
основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) и от удельного 
веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2(%). 

 
Номер 

предприятия 
y x1 x2 Номер 

предприятия 
y x1 x2 

1 6,0 3,6 10,0 11 9,0 6,8 21,0 
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2 6,0 3,6 14,0 12 11,0 6,4 22,0 

3 6,0 3,9 15,0 13 11,0 7,0 22,0 

4 7,0 4,1 16,0 14 12,0 7,5 25,0 

5 7,0 3,9 17,0 15 12,0 7,9 28,0 

6 7,0 4,5 19,0 16 13,0 8,2 29,0 

7 8,0 5,3 19,0 17 13,0 8,0 30,0 

8 8,0 5,3 20,0 18 13,0 8,6 31,0 

9 9,0 5,6                                                                                                                          20,0 19 14,0 9,5 32,0 

10 10,0 6,8 20,0 20 14,0 9,0 36,0 

 
     Построить  линейное уравнение множественной регрессии в 
стандартизованной форме. Сделать вывод о влиянии факторов x1 и x2 на 
результирующий признак y. 
 
Задача 6 
 
        По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 
продукции на одного работника  y (тыс.руб.) от ввода в действие новых 
основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) и от удельного 
веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2(%). 
 

Номер 
предприят

ия 

y x1 x2 Номер 
предприяти

я 

y x1 x2 

1 6,0 3,
6 

10,0 11 10,0 6,3 21,0 

2 6,0 3,
6 

12,0 12 11,0 6,4 22,0 

3 7,0 3,
9 

15,0 13 11,0 7,0 23,0 

4 7,0 4,
1 

17,0 14 12,0 7,5 25,0 

5 7,0 4,
2 

18,0 15 12,0 7,9 28,0 
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6 8,0 4,
5 

19,0 16 13,0 8,2 30,0 

7 8,0 5,
3 

19,0 17 13,0 8,4 31,0 

8 9,0 5,
3 

20,0 18 14,0 8,6 31,0 

9 9,0 5,
6                                                                                                    

20,0 19 14,0 9,5 35,0 

10 10,0 6,
0 

21,0 20 15,0 10,0 36,0 

 
       Построить уравнение множественной регрессии в естественной 
форме. Сделать  вывод о коэффициентах «чистой» регрессии. 
 
Задача 7 
 
 По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 
продукции на одного работника  y (тыс.руб.) от ввода в действие новых 
основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) и от удельного 
веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2(%). 
 

Номер 
предприят

ия 

y x1 x2 Номер 
предприяти

я 

y x1 x2 

1 7,0 3,
7 

10,0 11 11,0 6,
8 

21,0 

2 7,0 3,
7 

14,0 12 11,0 6,
4 

22,0 

3 7,0 3,
9 

15,0 13 11,0 7,
2 

22,0 

4 7,0 4,
1 

16,0 14 12,0 7,
5 

25,0 

5 8,0 4,
2 

17,0 15 12,0 7,
9 

28,0 

6 8,0 4,
9 

19,0 16 13,0 8,
1 

29,0 

7 8,0 5,
3 

19,0 17 13,0 8,
4 

30,0 

8 9,0 5,
1 

20,0 18 13,0 8,
6 

31,0 
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9 10,0 5,
6                                     

20,0 19 14,0 9,
5 

32,0 

10 10,0 6,
1 

20,0 20 15,0 9,
5 

36,0 

 
  Построить  линейное уравнение множественной регрессии в 
стандартизованной форме. На основе стандартизованных коэффициентов 
регрессии ранжировать факторы по степени их влияния на результат. 
 
Задача 8 

 
     По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 
продукции на одного работника  y (тыс.руб.) от ввода в действие новых 
основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) и от удельного 
веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2(%). 
 

Номер 
предприят

ия 

y x1 x2 Номер 
предприяти

я 

y x1 x2 

1 7,0 3,5 9,0 11 10,0 6,3 22,0 

2 7,0 3,6 10,0 12 10,0 6,5 22,0 

3 7,0 3,9 12,0 13 11,0 7,2 24,0 

4 7,0 4,1 17,0 14 12,0 7,5 25,0 

5 8,0 4,2 18,0 15 12,0 7,9 27,0 

6 8,0 4,5 19,0 16 13,0 8,2 30,0 

7 9,0 5,3 19,0 17 13,0 8,4 31,0 

8 9,0 5,5 20,0 18 14,0 8,6 33,0 

9 10,0 5,6                                                                                                                          21,0 19 14,0 9,5 35,0 

10 10,0 6,1 21,0 20 15,0 9,6 36,0 

 
            Построить уравнение множественной регрессии в естественной 
форме. Сделать  вывод о коэффициентах «чистой» регрессии. 
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Задача 9 
                                 
     По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 
продукции на одного работника  y (тыс.руб.) от ввода в действие новых 
основных фондов x1(% от стоимости фондов на конец года) и от удельного 
веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2(%). 
 

Номер 
предприят

ия 

y x1 x2 Номер 
предприяти

я 

y x1 x2 

1 7,0 3,6 10,0 11 10,0 6,3 21,0 

2 7,0 3,6 14,0 12 11,0 6,9 22,0 

3 7,0 3,7 15,0 13 11,0 7,2 22,0 

4 8,0 4,1 16,0 14 12,0 7,8 25,0 

5 8,0 4,3 17,0 15 13,0 8,1 28,0 

6 8,0 4,5 19,0 16 13,0 8,2 29,0 

7 9,0 5,4 19,0 17 13,0 8,4 30,0 

8 9,0 5,5 20,0 18 14,0 8,8 31,0 

9 10,0 5,8                                                          20,0 19 14,0 9,5 32,0 

10 10,0 6,1 20,0 20 14,0 9,7 36,0 

 
  Построить  линейное уравнение множественной регрессии в 
стандартизованной форме. На основе стандартизованных коэффициентов 
регрессии ранжировать факторы по степени их влияния на результат. 
 
Задача 10 
 

Динамика выпуска продукции Финляндии характеризуется данными 
(млн.долл.)представленными в табл. 
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Требуется: 
 
1.Провести расчет параметров линейного и экспоненциального трендов. 
 2.Построить графики ряда динамики и трендов. 
 3.Выбрать наилучший тип тренда на основании графического 
изображения и значения коэффициента детерминации.     
 
Задача 11 
 
    Имеются поквартальные данные по розничному товарообороту России  
в 1995-1999 гг. 
 
Номер 

квартала 
Товарооборот 

, % к 
предыдущему 

периоду 

Номер 
квартала 

Товарооборот 
, % к 

предыдущему 
периоду 

1 100,0 11 98,8 
2 93,9 12 101,9 
3 96,5 13 113,1 
4 101,8 14 98,4 
5 107,9 15 97,3 

Год Выпуск 
продукции 

1981 14004 
1982 13088 
1983 12518 
1984 13471 
1985 13617 
1986 16356 
1987 20037 
1988 21748 
1989 23298 
1990 26570 
1991 23080 
1992 23981 
1993 23446 
1994 296573 
1995 39573 
1996 38435 
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6 96,3 16 102,1 
7 95,7 17 97,3 
8 98,2 18 83,7 
9 104,0 19 84,3 
10 99,0 20 88,4 

 
   Постройте график временного ряда . Постройте мультипликатив-ную 
модель временного ряда . 
 
Задача  12 
 
Имеются данные об объеме  экспорта из Российской Федерации (млрд. 
долл. , цены Фондовой Общероссийской биржи (ФОБ)) за 1995-1999 гг. 
 
Номер 

квартала 
Экспорт , 

млрд. долл. , 
цены ФОБ 

Номер 
квартала 

Экспорт , 
млрд. долл. , 
цены ФОБ 

1 5639 11 7527 
2 6745 12 7971 
3 6311 13 5875 
4 7107 14 6140 
5 5741 15 6248 
6 7087 16 6041 
7 7310 17 4626 
8 8600 18 6501 
9 6975 19 6284 
10 6891 20 6707 

   
 Постройте график временного ряда . Постройте аддитивную модель 
временного ряда . 
 
Задача 13 
 
     Имеются данные о разрешениях на строительство нового частного 
жилья , выданных США в 1992-1994 гг., к  уровню 1987 г. 
 

Месяц 1992г. 1993г. 1994г. 
Январь 71,2 78,3 86,4 

Февраль 69,9 76,4 87,5 
Март 74,3 74,5 80,2 

Апрель 70,2 68,5 84,3 
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Май 68,4 71,6 86,8 
Июнь 68,5 72,1 86,9 
Июль 68,6 73,3 85,2 

Август 70,6 76,2 85,0 
Сентябрь 69,7 79,8 87,5 
Октябрь 72,3 81,2 90,0 
Ноябрь 73,5 83,5 88,04 
Декабрь 72,5 88,0 85,7 

 
Рассчитайте трендовую и сезонную компоненту 

 
Задача 14 
      По территориям Центрального района известны данные за 1995 г. 
  

Район Доля денежных доходов, 
направленных на прирост 
сбережений во вкладах, 

займах, сертификатах и на 
покупку валюты, в общей 

сумме среднедушевого 
денежного дохода, %, у 

Среднемесячная на-
численная 

заработная плата, 
тыс. руб., х 

Брянская обл.  6,9 289 
Владимирская 
обл.  

8,7 334 

Ивановская обл.  6,4 300 
Калужская обл.  8,4 343 
Костромская обл.  6,4 356 
Орловская обл.  9,4 289 
Рязанская обл.  11,0 341 
Смоленская обл.  6,4 327 
Тверская обл.  9,3 357 
Тульская обл.  8,2 352 
Ярославская обл.  8,6 381 

              
              Рассчитайте параметры уравнений степенной парной        

регрессии. Оцените тесноту связи с помощью показателей корреляции 
и детерминации. 

 
Задача 15 
 
По территориям Восточно-Сибирского района известны данные за ноябрь 
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1997 г. 
  

Район Потребительски
е расходы на 

душу 
населения,  
тыс. руб., у 

Денежные 
доходы на 

душу 
населения, 
тыс. руб., х 

Респ. Бурятия  408 524 
Респ. Тыва  249 371 
Респ. Хакасия  253 453 
Красноярский край  580 1006 
Иркутская обл.  651 997 
Усть-Ордынский 
Бурятский авт. округ  

139 217 

Читинская обл.  322 486 
 

           Постройте поле корреляции и сформулируйте гипотезу о форме связи. 
Рассчитайте параметры уравнений линейной парной        регрессии. 
Оцените тесноту связи с помощью показателей корреляции и 
детерминации. 
 
Задача 16 
 
 По территориям Дальневосточного района известны данные за ноябрь 
1997 г.  
 

Район Потребительские 
расходы на душу 
населения, тыс. 

руб., у 

Денежные 
доходы на 

душу 
населения, 
тыс. руб., х 

Респ. Саха (Якутия)  899 1989 
Еврейская авт. обл.  330 595 
Чукотский авт. округ  446 1550 
Приморский край  642 937 
Хабаровский край  542 761 
Амурская обл.  504 767 
Камчатская обл.  861 1720 
Магаданская обл.  707 1735 
Сахалинская обл.  557 1052 
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     Рассчитайте параметры уравнений линейной ,  степенной  
гиперболической парной регрессии. Оцените качество уравнений с 
помощью средней ошибки аппроксимации. 
 
Задача 17 
 
      По территории Центрального района известны данные за 1995 г.  
 

Район Средний размер 
назначенных 
ежемесячных 

пенсий, тыс. руб., у 

Прожиточный 
минимум в среднем 

на одного пенсионера 
в месяц, тыс. руб., х 

Брянская обл.  240 178 
Владимирская 
обл.  

226 202 

Ивановская обл.  221 197 
Калужская обл.  226 201 
Костромская обл.  220 189 
г. Москва  250 302 
Московская обл.  237 215 
Орловская обл.  232 166 
Рязанская обл.  215 199 
Смоленская обл.  220 180 
Тверская обл.  222 181 
Тульская обл.  231 186 
Ярославская обл.  229 250 
  
     Постройте уравнение  линейной парной регрессии.  С помощью F-
критерия Фишера оцените  статистическую надежность результатов 
регрессионного моделирования.  
 
Задача 18 
 
  По территории Центрального района известны данные за ноябрь   1997 г.  
 

Район Средняя 
заработная плата и 

выплату 
социального 

характера, тыс. 
руб., у 

Прожиточный 
минимум в среднем 
на душу населения, 

тыс. руб., х 
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Брянская обл.  615 289 
Владимирская обл.  727 338 
Ивановская обл.  584 287 
Калужская обл.  753 324 
Костромская обл.  707 307 
Орловская обл.  657 304 
Рязанская обл.  654 307 
Смоленская обл.  693 290 
Тверская обл.  704 314 
Тульская обл.  780 304 
Ярославская обл.  830 341 
 

              Рассчитайте параметры уравнений линейной и степенной парной  
регрессии. Оцените тесноту связи с помощью показателей корреляции и 
детерминации. 
 
Задача 19 
 
     По территориям  Волго-Вятского,  Центрально-Черноземного  районов 
известны данные за ноябрь 1997 г 
 

Район Потребительские 
расходы в расчете 

на душу населения, 
тыс. руб., у 

Средняя 
заработная плата и 

выплаты 
социального 

характера, тыс. 
руб., х 

Волго-Вятский      
Респ. Марий Эл  302 554 
Респ. Мордовия  360 560 
Чувашская Респ.  310 545 
Кировская обл.  415 672 
Нижегородская обл.  452 796 
Центрально-
Черноземный  

  

Белгородская обл.  502 777 
Воронежская обл.  355 632 
Курская обл.  416 688 
Липецкая обл.  501 833 
Тамбовская обл.  403 577 
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         Рассчитайте параметры уравнений линейной ,  степенной  
гиперболической парной регрессии. Оцените качество уравнений с 
помощью средней ошибки аппроксимации. 
 
Задача 20 
 
      По территориям Северного, Северо-Западного районов известны 
данные за ноябрь 1997 г.  
 

Район Потребительские 
расходы на душу 
населения, тыс. 

руб., у 

Денежные доходы 
на душу 

населения, тыс. 
руб., x 

Северный    
Респ. Карелия  596 913 
Респ. Коми  417 1095 
Архангельская обл.  354 606 
Вологодская обл.  526 876 
Мурманская обл.  934 1314 
Северо-Западный    
Ленинградская обл.  412 593 
Новгородская обл.  525 754 
Псковская обл.  367 528 

 
     Постройте уравнение  линейной парной регрессии.  С помощью F-
критерия Фишера оцените  статистическую надежность результатов 
регрессионного моделирования.  

Задания для самостоятельной работы студентов 

Тематика рефератов и творческих работ студентов 
 

1) Роль и значение эконометрики в изучении социально-экономических 
процессов. 

2) История возникновения эконометрики. 

3) Взаимосвязь эконометрики с другими науками. 

4) Особенности эконометрического метода. 

5) Методы эконометрики. 
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6) Измерения в экономике. 

7) Роль числовых характеристик случайных величин в экономическом 
анализе. 

8) Функциональные и стохастические связи. 

9) Дисперсионный анализ и его роль в исследовании взаимосвязей и 
взаимозависимостей социально-экономических явлений и процессов. 

10) Корреляция, ее место в экономическом анализе. 

11) Виды корреляции, их экономическая интерпретация и примеры их 
расчетов. 

12) Парная регрессия и корреляция в эконометрических исследованиях. 

13) Роль и значение моделирования в экономическом анализе. 

14) Эконометрические модели, их практическое применение. 

15) Типы и формы моделей. 

16) Характеристика спецификации модели и практическое ее 
обоснование. 

17) Модель линейной регрессии, смысл и оценка ее параметров. 

18) Использование методов оценивания параметров моделей в 
эконометрическом анализе. 

19) Оценка экономических структур. 

20) Практическое и экономическое обоснование критериев оценок. 

21) Особенности моделирования производственных процессов и 
характеристика их оценок. 

22) Модели нелинейной регрессии и область их применения. 

23) Практическое применение моделей множественной регрессии. 

24) Изучение регрессионной связи показателей коммерческой 
деятельности. 

25) Эконометрический регрессионный анализ макроэкономических 
моделей. 

26) Однофакторный дисперсионный анализ деятельности фирмы. 

27) Многофакторный дисперсионный анализ деятельности фирмы. 

28) Моделирование динамических процессов. 
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29) Вопросы и механизм прогнозирования экономических показателей. 

30) Практическое применение моделей тренда в эконометрическом 
анализе. 

31) Практика применения моделей сезонных временных рядов и 
механизм расчета их параметров. 

32) Спектральный анализ, область его применения. 

33) Модель функции потребления и оценка ее параметров. 

34) Модель функции спроса и предложения. 

35) Оценка модели инфляции. 

36) Оценка модели фирмы. 

37) Использование методов выравнивания динамических процессов в 
эконометрическом анализе. 

38) Системы одновременных эконометрических уравнений, область их 
использования и применения. 

39) Модель межотраслевого баланса В.В.Леонтьева, область применения 
и механизм построения 

40) Практический анализ временных рядов: изучение основной 
тенденции развития. 

41) Оценка факторного анализа и планирования эксперимента. 

42) Методы оценок состояния и развития экономических процессов. 
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